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PREFACE 

'Analyse qu’on explique dans 
CGC Ouvrage , fuppofe la com- 
mune} mais elle en cft fore diffe- 
rente. L’Analyfc ordinaire ne 
traite que des grandeurs finies : celle-ci pé- 
nétré jufque dans l’infini même. Elle compare 
les diftércnccs infiniment petites des gran- 
deurs finies } elle découvre les rapports de ces 
différences : & par là elle fait connoître ceux 
des grandeurs finies , qui comparées avec ces 
infiniment petits font comme autant d’infi- 
nis. On peut meme dire que cette Analyfe 
s’étend au-delà de l’infini : car elle ne fc borne 
pas aux différences infiniment petites } mais 
elle découvre les rapports des différences de 
ces différences , ceux encore des différences 
troifiémes , quatrième»; , Sz. ainfi de fuite , fans 
trouver jamais de terme qui la puiffe arrêter. 

aij 
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iv PREFACE. 

De forte qu’elle n’embrafle pas feulement 
l’infini 5 mais l’infini de l’infini, ou une infi- 
nité d’infinis. 

Une Analyfc de cette nature pouvoir feule 
nous conduire jufqu’aux véritables principes 
des ligues courbes. Car les courbes n’étant 
que des polygones d’une infinité de côtés , & 
ne différant cntr’elles que par la différence 
des angles que ces côtés infiniment petits font 
»ntr’cux j il n’appartient qu’à l’Analyfe des 
infiniment petits de déterminer la pofition de 
ces côtés pour avoir la courbure qu’ils for- 
ment, c’eft-à-dire les tangentes de ces cour- 
bes , leurs perpendiculaires, leurs points d’in- 
fléxion ou de rebrouflement, les rayons qui 
s’y rélléchiffcHt , ceux qutVy rompent , &c. 

Les polygones inferits ou circonferits aux 
courbes , qui par la multiplication infinie de 
leurs côtés, fc confondent enfin avec elles, 
ont été pris de tout temps pour les courbes 
memes. Mais on en étoit demeuré ü : ce n’eff 
que depuis la découverte de l’Analyfè dont il 
s'agit ici , que l’on a bien fenti l’étendue & la 
fécondité de cette idée. 

Ce que nous avons des Anciens fur- ces 
matières , principalement ^^dreifimede , cfl: 
affui;éinent digne d’admiration. Mais outre 
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qu’ils n’ont touché qu’à fort peu de courbes, 
qu’ils n’y ont meme touché que légèrement j 
ce ne font prefque par tout que propolicions 
particulières & fans ordre , qui ne font aper- 
cevoir aucune méthode régulière & fui vie. 
Ce n’eft pas cependant qu’on leur en puilTe 
faire un reproche légitime : ils ont eu bclbin 
d’une extrême force de génie * pour percer 
à travers tant d’oblcurités , ÔC pour entrer les 
premiers dans des pais entièrement inconnus. 
S’ils n’ont pas été loin, s’ils ont marché par 
de longs circuirs \ du moins, quoi qu’en dife 
t Fiettc, ils ne fe font point égares : & plus 
les chemins qu’ils ont tenus écoient difficiles 
& épineux , plus ils font admirables de ne s’y 
être pas perdus. En un mot il ne paroît pas 
que les Anciens en ayent pû faire davantage 
pour leur temps : ils ont fait ce que nos bons 
cfprits auroient fait en leur place ; ôé s’ils 
croient à la nôtre , il eft à croire qu'ils au- 
roient les mêmes vues que nous. Tout cela 
eft une fuite de l’égalité naturelle des efprits 
& de la fucceffion néceffaire des découvertes. 

Ainfi il n’eft pas furprenant que les An- 
ciens n’ayent pas été plus loin ; mais on ne 
fçauroit aftes s’étonner que de grands hom- 
mes, & fans doute d’auffi grands hommes 

a iij 
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que les Anciens, en foienc iî long-remps de-._ 
meures là j & que par une admiration prefque 
iuperfticicufe pour leurs ouvrages, ils le (oient 
contentés de les lire & de les commenter, fans 
fe permettre d’autre ulagc de leurs lumières , 
que ce qu’il en falloir pour les (iiivre ; fans ofer 
commettre le crime de penfer quelquefois 
par eux-mêmes , & déporter leur vue au delà 
de ce que les Anciens avoient découvert. De 
cette manière bien des gens travailloient, ils 
écrivoient , les Livres le multiplioient , bc 
cependant rien n’avançoit : tous les travaux 
de plufieurs fiecles n’ont abouti qu’à remplir 
le monde de refpceSlueux commentaires & de 
traduétions répétées d’originaux (ouvent a(Tés 

mépr üàblcs, 

Tel fut l’état des Mathématiques , & fur 
tout de la Philolbphie, jufqu’à M. Defeartes. 
Ce grand homme poulfé par fon génie bc par 
la fupériorité qu’il le fentoit , quitta les An- 
ciens pour ne fuivre que cette même raifon 
que les Anciens avoient fuivie j ÔC cette heu- 
reufe hardie(fe,qui fut traitée de révolte, nous 
valut une infinité de Vues nouvelles & utiles 
fur la Phyfîque &: fur la Géométrie. Alors on 
ouvrit les yeox, &: l’or^s^avila de ptrifèr. 

Pour ne parler que des Mathématiques , 
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^dont ilcft {èulement ici qucftion, M. Defcartcs 
commença où les Anciens avoient fini , bC 
il débuta par la folution d’un Problème où 

die * qu’ils écoient tous demeurés. On * CoRctt. 
fçait jufqu’où il a porté l’Analyfè & la Geo- 
metric, & combien l’alliage qu’il en a fait, »'""»• 
rend facile la folution d’une infinité de Pro- 
blèmes qui paroifl’oient impénétrables avant 
lui. Mais comme il s’appliquoit principale- 
ment à la réfolution des égalités , il ne fit d’at- 
tention aux courbes qu’autant qu’elles lui pou- 
voient fervir à en trouver les racines : de forte 
que l’Analyfe ordinaire lui fuffifant pour cela, 
il ne s’avifa point d’en chercher d’autre. Il 
n’a pourtant pas laifTé de s'en fervir heureufe- 
ment dans la rechcrcbc des tangentes j & la 
Méthode qu’il découvrit pour cela, lui parut 
fi belle , qu’il ne fit point de difficulté de dire , 

*que ce Problêrne_etoit le pim utile & le plw * cumt. 
général ^ non Jèulement qu’tl/çut» mais même 
qu il eût jamais àejîrè àe fça'voir en Géométrie. 

Comme la Géométrie dcM. Defeartes avoit 
mis la conftruétion des Problèmes par la refo- 
lution des égalités fort à la mode , & qu’elle 
avoit donné de grandes ouvertures pour cela ; 
la plùpart des Géomètres s’y appliquèrent , ils 
y firent aufli de nouvelles découvertes , qui 
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s’augmentent & fc perfe(5tionncnt encore tous, 
les jours. 

Pour M. Pafchal/\\ tourna les vues de tout 
un autre côte : il examina les courbes en elles- 


mêmes , bc fous la forme de polygone j il re- 
chercha les longueurs de quelques-unes, l’ef- 
pace qu’elles renferment , le folide que ces 
espaces décrivent , les centres de gravite des 
unes 6c des autres , 6cc. Et par la confidera- 
tion feule de leurs clémens , c’dl-à-dire des 
infiniment petits, il découvrit des Méthodes 
générales 6c d’autant plus furprenantes , qu’il 
ne paroît y être arrivé qu’à force de tête 6c 
fans analyfe. 

Peu de temps après la publication de la 
Méthode pomr Ict ca«gentcs , 

M. de Fermât en trouva aulTi une, que M. 
Defeartes a enfin avoué * lui-même être plus 
fimplc en bien des rencontres que la fienne. 
Il eft pourtant vrai qu’elle n’étoit pas encore 
aiîlTi fimplc que M. Harrow l’a rendue depuis 
en confidérant de plus près la nature des poly- 
gones, qui prélcnte naturellement à l’efprit un 
petit triangle fait d’une particule de courbe , 
comprifè entre deux appliquées infiniment 
proches , de la différe nce de cçs deux appli- 
quées , 6c de celle des coupées correïpondan- 

tesj 
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PREFACE. ix 

rcs J & ce triangle cft femblable à celui qui 
fe doit former de la tangente , de l’appliquce , 

& de la Iburangentc : de forte que par une 
iîmple Analogie cette dernierc Méthode épar- 
gne tout le calcul que demande celle de M. 
Départes 3 &C que cette Méthode , clic- même, 
demandoit auparavant. 

n’en demeura pas là, il inventa 
aulTi une elpcce de calcul propre à cette Mé- 
thode j mais il lui falloir, aufli-bien que dans 
celle de M. Départes, ôter les fraélions , 
faire évanouir tous les lignes radicaux pour 
s en fervir. 

Au défmt de ce calcul eft lurvenu celui du 
célébré *M. Leibnis i ôccc fçavant Géomè- 
tre a commencé & les autres 

avoient fini. Son calcul la mené dans des païs F- 467- 
jufqu ici inconnus ; & il y a fait des décou- 
vertes qui font l’étonnement des plus habiles 
Mathématiciens de l’Europe. Bernoulli 
ont été les premiers qui fe font aperçus de la 
beauté de ce calcul : ils l’ont porté à un point 
qui les a mis en état de furmonter des diffi- 
cultés qu’on n’auroit jamais ofc tenter aupa- 
ravant. 

L’étendue de ce calcul eft immenlè ; il con- 
vient auxeourbes mécaniques , comme aux 

b 
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X PREFJCE. 

géométriques j les figues radicaux lui font in- 
difFcrens j ÔC même fouvent commodes j il 
s’étend à tant d’indéterminées qu’on voudra -, 
la comparaifon des infiniment petits de tous 
les. genres lui eft égalemeiu facile. Et de là 
naiÎTenc une infinité de découvertes furpre- 
nantes par rapport aux tangentes tant cour- 
bes que droites , aux queftions De maximis 
& minimis , aux points d’infléxion 8c de re- 
brouffement des courbes, aux dévelopées, aux 
cauftiques par réfléxion ou par refra(àion,&c. 
comme on le verra dans cet Ouvrage. 

Je le divilc en dix Scéfions. La première 
contient les principes du calcul des différen- 
ces. La féconde fait voir de quelle manière 
l’on s’en doit feryir pour trpuyerLlcs tangen- 
tes de toutcsîbrtes de courbes , quelque nom- 
bre d’indéterminées qu’il y ait dans l’équation 
qui les exprime , quoique M. Craige * n’ait 
pas crû qu’il pût s’étendre jufqu’aux courbes 
mécaniques ou tranfeendantes. La troifiéme, 
comment il fert à réfoudre toutes les queftions 
De maximis & minimis. La quatrième, com- 
ment il donne les points d’infléxion & de re- 
brouffement des courbes. La cinquième en 
découvre l’ufiige pour trouver les^dcvclopécs 
de M. Hugens a dans toutes fortes dç courbes. 
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La fixicmc & la (èpdcmc font voir comment 
il donne les cauftiques ,tant par réflexion que 
par réfraétion , donc rilluftre M. T^Jehirnhaat 
eft l’inventeur , 6c pour toutes fortes de cour- 
bes encore. La huitième en fait voir encore 
l'ufage pour trouver les points des lignés cour- 
bes qui touchent une infinité de ligiiÊs don- 
nées de pofltion, droites ou courbes. La neu- 
vième contient la fblution de quelques Pro- 
blèmes qui dépendent des découvertes précé- 
dentes. Et la dixiéme confiite dans une nou- 
velle manière de fe fervir du calcul des diffé- 
rences pour les courbes géométriques : d’où 
l’on déduit la Méthode de Defeartes Sc 
Hudâe t laquelle ne convient qu’à ces fbrtcs^^ 
de courbes. 

Il eft à remarquer que dans les SeéHons i, 
J, 4, J, 6,7, 8, il n’y a que très peu de pro- 
poficions ; mais clics font toutes générales , 6c 
. comme autant de Méthodes dont il eft aifé 
de faire l’application à tant de propofitions 
particulières qu’on voudra : je la fais feule- 
ment fur quelques éxcmples choifis , perfuadé 
qu’en fait de Mathématique il n’y a à profiter 
que dans les Méthodes , &: que les Livres qui 
ne conflftcnt qu’en détail ou en propofitions- 
particulicres , ne font bons qu’à faire perdre 

bij 
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du temps à ceux qui les font, & à ceux qui 
les l>fent. AuHin’ai-je ajouté les Problèmes 
de la Seélion neuvième , que pareequ’ils paf- 
lènt pour curieux, qu’ils font trèsuiiiver- 
fels. Dans la dixiéme Seétion ce ne font en- 
core que des Méthodes que le calcul des dif- 
férences donne à la manière de M“ Dejeartes 
de Hndde i de 11 elles (ont fi limitées , on voit 
par toutes les précédentes que ce n’eil pas un 
défaut de ce calcul, mais de la Méthode Car- 
téficnne à laquelle on l’afl'ujettit. Au contraire 
rien ne prouve mieux Tufage immenfe de ce 
calcul , que toute cette variété de Méthodes j 
& pour peu d’attention qu’on y faffe , l’on 
verra qu’il tire tout ce qu’on peu^tirçr de 
celle de M’^ De'fcartes Se Huade , Se que la 
preuve univerfellc qu’il donne de l’ufage 
qu’on y fait des progrelfions arithmétiques , 
ne laiife plus rien à Ibuhaiter pour l’infailli- 
bilité de cette dernière Méthode. 

J’avois deflein d’y ajoûter encore une 
Seélion pour faire lèntir aufil le merveilleux 
ulàgc de ce calcul dans la Phyfique, jufqu’à 
quel point de précifion il la peut porter , Se 
combien les Mécaaiques^cn peuvent retirer 
d’utilité. Mais une maladie m’en a empêché : 
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Le public n’y perdra pourtant rien , & il 
l’aura quelque jour meme avec ufure. 

Dans tout cela il n’y a encore que la pre- 
mière partie du calcul de M. Leibnü, laquelle 
confifte à defeendre des grandeurs entières à 
leurs différences infiniment petites, ôe à com- 
parer entr’eux ces infiniment petits de quel- 
que genre qu’ils foient : c’cfl ce qu’on appelle 
Calcul différentiel, P^r l’autre partie , qu’on 
appelle Calcul intégral y &c qui confifte à re- 
monter de ces infiniment petits aux gran- 
deurs ou aux touts dont ils font les diftéren- 
ces , c’eft-à-dire à en trouver les fommes, 
j’avois aufti defTein de le donner. Mais M. 
Leibnü m’ayant écrit qu’il y travailloit dans 
un Traite qu’il ini\zû\c CXc'Svrcrftiâ injî/îiti y 
je n’ai eu garde de priver le public d’un fi bel 
Ouvrage qui doit renfermer tout ce qu’il y a 
de plus curieux pour la Méthode inverfe des 
tangentes , pour les reéfifications des courbes, 
pour la quadrature des efpaces qu’elles ren- 
ferment , pour celles des furfaces des corps 
qu’elles décrivent , pour la dimenfion de ces 
corps , pour la decouverte des centres de gra- 
vité, &c. Je ne rends meme ceci public, que 
pareequ’il m’en a prié par fes L*éttres , & que 
je le crois néceftaire pour préparer les efprits 
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à comprendre tout ce qu’on {k)urra découvrir 
dans la fuite (lir ces matières. 

Au relie je reconnois devoir beaucoup aux 
lumières de M" BernouIF , fur tout à celles du 
jeune prefenteuient Profelfcur à Groninguc. 
Je me fuis fervi fans façon de leurs découver- 
tes de celles de M. Làhnis. C’eft pourquoi 
je confens qu’ils en revendiquent tout ce qu’il 
leur plaira , me contenant de ce qu’ils vou- 
dront bien me lailfer. 

C’cll encore une juftice dûc au fça vaut M. 
I^eiiwton^ que M.Leibnis lui a rendue *lui- 

mcinc : Qu’il avoit auffi trouvé quelque choie 
de femblable au calcul différentiel , comme il 
paroîc par l’excellent Livre intitulé Philojd^ 
naturMis -Ÿ^incipia Aîothrmatica ^ qu’il 
nous donna en 1687, lequel cil prcfque tout 
de ce calcul. Mais la Caraélcrilliquc de M. 
Leihnis rend le fîcn beaucoup plus facile & 
plus expéditif j outre qu’elle cil d’un fccours 
merveilleux en bien des rencontres. 

Comme l’on imprimoit la derniere feuille 
de ce T raité , le Livre de M. Nieuwentiit m’eft 
tombé entre les mains. Son titre , ^nalj/is 
tK'jîniroriim t m’a donné la curioficéde le. par- 
courir : mais j’ai trouvé qu^’il ccoitfbrt diffé- 
rent de celui-ci j car outre que cet Auteur 
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ne fc fert point de la Cara(3:criftiquc de M. 
Leibnis i il rejette ablblumcnt les différences 
fécondés , troifîcmes , &c. Comme j’ai bâti la 
meilleure partie de cet Ouvrage fur ce fonde- 
ment , je me croirois oblige de répondre a fes 
objcébions , & de faire voir combien elles font 
peu folides , fi M. Leibnis n’y avoit déjà plei- 
nement fatisfait dans les A(àes * de Lcypfick. 
D’ailleurs les deux demandes ou fuppofîtions 
que j’ai faites au commencement de ce Trai- 
té, & fur Icfquclles feules il eil appuyé , me 
paroifTent fi évidentes , que je ne crois pas 
qu’elles puifTent laiffcr aucun doute dans 
l’efprit des Lcélcurs attentifs. Je les aurois 
meme pu démontrer facilement à la manière 
des Anciens , fi je ne-mcüifïc propofé d’être 
court fur les choies qui font déjà connues , bC 
de m’attacher principalement à celles qui font 
nouvelles. 
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Ov ton donne les Relies du caleul des dif- 
férences , page i 

Vfage du calcul des dt^rences pour trouver 
les ungentes de toutes fortes de lignes 
courbes, „ 

du calcul des di^crences pour trouver 
les plus grandes les moindres appli- 
quees , ou Je reduifent les queflions De 

maximis & minimis, 

'^fetge du calcul des dtjjerences pour trouve 
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ment, y y 

“^/etge du calcul des dif'érences pour trouver 
les devclopees , yî 

du calcul des différences pour trouver 
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les points des lignes courbes qui touchent 
une injinité de lignes données de pojîtion, 
droites ou courhes , 1 ; i 

Solution de quelques Problèmes qui dépen- 
dent des Méthodes precedentes , 14 j 

Nouvelle manière de fe fervir du calcul des 
différences dans les courbes géométrique s, 
d'où l’on déduit la Méthode de M'* 
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ANALYSE 

DES 

INFINIMENT PETITS- 


P R E M I E JLJB. ^ P_A R T I E. 

DU CALCUL DES DIFFERENCES. 


Section première. 

OÙ l'on donne les réglés de ce Calcul. - 

De' FINITION I. 

M appelle quantités variables celles qui 
augmentent ou diminuent continuelle- 
ment 5 Sc au contraire quantités confiantes 
celles qui demeurent les memes pendant 
que les autres changent Ainfi dans une 
parabole les appliqoees Si les coupées font 
des quantités variables, au lieu que le paramétré cH une 
quantité conilante. 
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Analyse 

De' FINITION II. 

La portion infiniment petite donc une quantité variable 
augmente ou diminue continuellement, en eftappellée la 
Fig. I. Différence. Soit par exemple une ligne courbe quelconque 
ait pour axe «u diamètre la ligne ./ic, &pour 
une de les appliquées la droite P Mi & foit une autre ap. 
pliqiiéc pm infiniment proche de la première. Celapolé, 
fi l'on mene MR parallèle à AC i les cordes AM, Ami 
8£ qu’on décrive du centre de l’intervalle ./Vf le petit 
arc de cercle MS : Pp fera la différence de AP, Rm celle., 
de PM, Sm celle de AM , & celle de l'arc AM. De 
même le petit triangle MAm qui a pour bafe l’arc Mm, 
fera la différence du fegmenc AM ; Sc le petit efpace MPpm, 
celle de l’efpace compris par les droites AP, PM, ôc par 
l'arc AM. 

Corollaire. -- 

I* T L cft évident que la différence d’une quantité confian- 
te efi nulle ou zéro : ou(cequi eftiamêmechofe) que les 
quantités confiantes n’onc point de différence, 

Avertissement. 

' On fe fervira Hans la fuite de la note ou caraPleriflique d 
pour marquer la différence d'une quantité variable que l’ on ex- 
prime parune feule lettre^ (ffpour éviter la confufion,cctte note d 
ri aura point d'autre ufi^e dans la fuite de ce calcul. Si Ion nom- 
me par exemple les variables AP, x ; PM, y -, AM ,z ; tare 
A M , U ; t efpace mixtiligne A P M, s j ^ /c fegment A M , t : d x 
exprimera la valeur de Pp ,dy celle de àz celle de Sm', du 

celle du petit arc^m , ds celle du petit efpace 
celle du petit triangle mixtiligne MAm. 

I. Demande ou Supposition. 

tO N demantfe cp’oa puifiè prendre irrtMffcremmenc 
l’une pour l’autre deux quantités qui ne différent entr’elles 
que d'une quantité infiniment petite :ou (ce qui efi la même 
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DES Infinimevt Petits. 1 . Part . 3 
chofê ) qu’une quantité qui n’cft augmentée ou diminuée 
que d’une autre quantité infiniment moindre qu’elle, puif- 
fe être confidcrce comme demeurant la même. On de- 
mande par éxemple qu’on puille prendre Ap pour^^, 
fm pour PM y l’efpace Apm pour l'efpace APM, le petit 
efpace MPpm pour le petit rcAaagle MPpR , le ptit fe- 
éleur AMm pour le petit triangle l’angle pAm 

pour l’angle PAM t &c. 

IL Demande ou Supposition. 

3- On demande qu’une ligne courbe puillè être confi- 
dérée comme l’aflèmblage d’une infinité de lignes droites, 
chacune infiniment petite; ou ( ce qui eft la même choie) 
comme un poligône d’un nombre infini de côtes, chacun 
infiniment petit, lefquelsdcterminentpar les angles qu’ils 
font entr’eux , la courbure de la ligne. On demande par 
exemple que la portion de courbe & l’arc de cercle 
MS puillènt être confidérés comme des lignes droites à 
caufe de leur infinie petitefle , en forte que le petit triangle 
mSM puifle être cenfé rediligne. 

A V E k f T s 'S'ilr E TT X. 

On fuppofe ordinairement dans la fuite que les demieres lettres 
de r alphabet, Z, y, X, ^c. marquent des quantités variables i 
au contraire que les premières a, b, c, marquent des quan- 
tités confiantes : de forte que X devenant x dx j y, z, ^c. 

deviennent y -+- d y, z •+• d z, b, c, ^c. demeurent 

les mêmes a, b , c , é^c. 

Proposition I. 

Problème. 

4* Pk-ENdre/st différence de plufienrs quantités ajoutées 
enfemble , ou foujlraites les unes des autres. 

Soit^z ^ X -*-y — ;ç_dont.il iàut prendre la différence. 
Si l’on fuppofe quexfoit augmentée d’une portion infini- 
ment petite i c’eft à dire qu’elle devienne x-r- dxi y àc- 

Aij 
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*^rt. i. viendraalorsj;4«4^;&;^;^-*-(^!5^;pourlaconftante<*,*elle 
demeurera la même a ; de forte que la quantité propo- 
féca-t~ — 5 deviendra ■+■ x-t- d x-*-y-*-dy — ^ 
— dTij &c fa. différence, que l’on trouvera en la retranchant 
de cette derniere, fera dx -¥-dy — dx^ 11 en eft ainfl des 
autres 5 ce qui donne cette rcgle. 

Réglé I. 

Pour les quantités ajoutées^ ou fouflraites. 

On prendra ladifférence de chaque terme de la quan- 
tité propofée , & retenant les mêmes fignes , on en com- 
pofèraune autre quantité qui fera la différence cherchée. 

Proposition IL 

Problème. 

J» l^RENDRE la différence d'un produit fait de plufieurs 
quantités multipliées les unes par les autres. 

1 °. La difR-rence de xy cfiydx -t- xdy. Car^ devient 
y -<r- d y lors que x devient x dxi & partant xy de- 
vient alors xy y dx -t- xdy dxdy, qui efl le pro- 

duit de JC </x. par y dy, & fa diÆü«««e fera ydx 
- 4 - xdy dxdy , c’eftà àne* y dx xdy : puifque 
eft une quantité infiniment petate par rapport aux autres 
termes/^^AT , & xdyi car fi l’on divife par éxemple ydx 
& dxdy par dx , on trouve d’une part^, & de l’autre 
dy qui en eft la différence, & par conféquent infiniment 
moindre qu’elle. D’oti il fuit que la différence du pro- 
duit de deux quantités eft égale au produit de la diffé- 
rence de la première de ces quantités par la fécondé, 
plus au produit de la différence de la fécondé par la pre. 
mierc, 

z°. La différence de xyx^cdyxjlx -a- xzjly xyd^ 
Car en confidérant le produit;i^ comme une feule quanti- 
té, il faudra, comme l’on vient de prouver, prendre le pro- 
duit de fa différence p a r - Kr fêconde ( ce qui 
donne yxjx -t- x xffy) plus le produit de la différence d:^ 
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de la /ccondc j^par la première xy{ct qui donne xydz^)^ 

& partant la différence de xys^ iciz y z.,dx -t> xz^dy 
•*- xydz^ 

3°. La différence de xyzt* eft uyzjix •+■ uxzjy 

uxydz^-^ xyzj,u. Ce qui fê prouve comme dans le 
cas précédent en regardant It-pcoduit xy!^ comme une 
feule quantité. lien eft ainfl des autres à iHnfîni ^ d’où.l’oa 
forme cette régie. 

Réglé II. 

Pour les quantités multipliées. 

La différence du produit de pluHeurs quantités multi- 
pliées les unes parles autres, eft égale à la fomme despro- 
duits de la différence de chacune de ces quantités par le 
produit des autres. 

Ainfî la différence de a x e(^ x o adxy c’eft à dire 
adx. Celle de <* -+- x x ^ — y ed èdx ' — ydx — ady 
— xdy. 

Proposition III. 

Problème. _ . 

6. Prendre la différence d’une fraclion quelconque. 

La différence de j eft J . Car fuppofant f = x, 

on aura x z= y Sc comme ces deux quantités varia- 
bles x&^;^ doivent toujours être égales entr’ellcs, foie 
qu’elles augmentent ou diminuent, il s'enfuit que leur 
différence, c’eftà direleurs accroiftèmensou diminutions 
feront aullî égales entr’elles j & partant on aura dx * jirt. /. 

=yd^ -k- zdy y icds^= ‘‘’' = en mettant 

pour ^fa valeur J. Ce qu’il falloir, &c. d'où l’on forme 
cette réglé. 

Réglé III. 

Pour les quantités âi-oifées , ou pour les fraïlions. 

La différence d'une fraction quelconque eft égale a» 

A iij 
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Produit de ladifFcrence du numérateur par le dénomina- 
teur, moins le produit de la différence du dénominateur 
par le numérateur : le tout divifé par le quarrc du dé- 
nominateur. 

Ainfi la différence de fera , celle de 

X 

4^ -I» Irf X t» X X • 

Proposition IV. 

Problème. 

7 * PrendR-E^t différence dé une fuiffunce quelconque par- 
faite où imparfaite d'une quantité variable. 

Il eft néceflâire afin de donner une régie générale qui 
fcrve pour les puiflànccs parfaites & imparfaites, d’expli- 
quer l’analogie qui fe rencontre entre leurs expofans. 

Si l’onpropofe une progrefiîon géométrique dont le pre- 
mier terme foit l’unité , & le fécond une quantité quel- 
conque X, & qu’on difpofè par ordre fous chaque terme 
fon expofânt,il eft clair que ces expofans formeront une 
progrefiîon arithmétique. 

Prog. geom. j, .v, xx^ x\ x*, x', x* - - 

Prog. arith.' o, z, *'â, 4, /, ^7, &c. 

Et fi l’on continue la progrefiîon géométrique au def. 
fous de l’unité, & l'arithmecique au deflbus de zéro , les 
termes de celle-ci feront les expofans de ceux aufquels 
ils répondent dans l’autre, Ainfi — 7 eft l’expofant de 
— 2 celui de^, &c. 

Prog. geom. X, 7, 1, ^ , &c. 

Prog. arith, i, o^—i,—2y — /, — 4,Sic. 

Mais fi l’on introduit quelque nouveau terme dans la 
progrefiîon géométrique, il faudra pour avoir fon expo- 
fant, en introduire un fèmblable dans l’arithmetique. 

Ainfi v^x aura pour expofànt 7 T*' j 
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Hons Vx & & xT, ^x* & xî’, & X t, &c. ne 

/îgnifienc que la même chofe. 

Prog. gcom. 7, Vx, X. i, ^x, ^xx, x, i, ^x, \jxx, ^x‘, ^x^, x. 
Prog. arith. o, 7, o, 7, j-, /.o, 7, 7, /. 

gcom. ATX* *• , *' > y*'» **' 

arith. 7, 7,— 2.— 7 , yt~~~j3r~ 

Où l'on voit que de même queVxcft moyenne géomé- 
trique entre 7 & x, de même auflr-J- efl: moyenne arith- 
métique entre leurs expofàns zéro & 7: & de même que 
^x eft la première des deux moyennes géométriquement 
proportionnelles entre 7 & x, de même aulTi 7 eft la pre- 
mière des deux moyennes arithmétiquement proportion- 
nelles entre leurs expolâns zéro & 7 ; & il en eft ainfi des 
autres. Or il fuit de la nature de ces deux progreilions. 

1°. Que la lomme des expolâns de deux termes quel- 
conques de la progrellîon géométrique lêrarexpofanr du 
terme qui en eft le produit. Ainfi x'** ’ où x’ eft lepro- 

duit de x' par x*,' 8 c x^ T"ou x?eft~lc produit de x*’ 
parxT,&x ^ Soit X eft te produit de x ^ par 

* -4-— ^ i I -L 

xJ , &c. De même x’‘ ’ ouxJ eft le produit de x’ 

par lui-même, c’eft à dire fon quarré , & où 

x‘ eft le produit de x*parx‘par x\ c’eft â dire fon cube, 

& X ’ ’ I ï ou X > eft la quatrième puilîânce 

de X ’ , & il en eft ainfi des autres puilTanccs. D’où il 
eft évident que le double, le triple, &c. de l’expofantd’un 
terme quelconque de la progreflîon géométrique eft l’ex- 
pofant du quarré, du cube, &c. de ce terme j & partant 
que la moitié , le tiers , &c. de l’cxpofant d’un terme quel- 
conque de la progrellîon géométrique lëra re.rpolànt de 
la racine quarréc, cubique, &c. de tc terme. 

1°. QueladifFércncedescxpofansdcdeux termes quel- 
conques de la progrellîon géométrique fera l’expofantdu 
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quocienc de la divifion de ces termes. Ainfî 

=x^ fera l’expofanc du quocienc de la diviGon de 

l_ 1_ i._l 7 

x»parx»,&x ’ * = x “/êra l’cxpoGmcduquo- 

tient de la diviGon de x ^ par x* -, où l’on voit que c’eft 
la meme chofe de multiplier x T par x + que de di- 

vilër X T par x~*. Il en eft ainG des autres. Ceci bien 
entendu, il peut arriver deux difFcrens cas. 

Premier cay, lorfque lapuiGànce eft parfaite, c’eftàdire 
lorfque Ton expoGint eft un nombre entier. La différence 
de XX cftaxdx, de x* eft ^xxdx, de x* eft ^x'dx y &c. Car 
le quarré de x n’étant autre chofe que le produit de x par 
X, fa. différence * fera xdx -t- xdx , c’eftàdire 2 xdx, De mê- 
me le cube de x n’étant autre chofe que le produit de x 
par X par x, fa différence * feraxxdx xxdx-t~ xxdx , c’eft 
adiré ^xxdx»& comme il en eft ainG des autres puiGànces 
à l’inGni, il s’enfuit que G l’on fuppofe que m marque un 
nombre entier tel que l’on voudra, la différence de x^fera 
mx"'~'d.v. 

Si l’expofànc eft négatif, on trouvera que ladifïérence 
de x~” ou de ^ fera = — mx~”'~'dx. 

Second cas, lorfque la puiGance eft imparfaite, c’eft à 
dire lorfque fbn expofanteft un nombre rompu. Soitpro- 

m 

pofé de prendre la différence de ^x” ou x“(” exprime un 

m 

nombre rompu quelconque ) on fuppofera x° = &en 
élevant chaque membre à la pui^nce n on aurax"*= 

& en prenant les différences comme l’on vient d’expliquer 
dans le premier cas, on trouvera fnx"'~'dx = 7ni^~' dz^y 


&L dZy= dx, ou =dx^x”-", en 

m 

mettani àla place de fa valeur »x™“î. Si l’cxpo- 
fànc eft négatif, on trowru«a ipiM lu iliffr^rence de x “ 


ou de fera. 

X" 




dx 


m . 

Sx”"* dx. 


Ce 
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Ce qui donne cette réglé générale. 

Réglé IV. 

Pour les Pttijfances parfaites ou imparfaites. 

La différence d’une puiflànce quelconque parfaite ou 
imparfaite d’une quantité variable ^eft égale au produit 
de l’expolânt de cette puiilànce, par cefte même quantité 
élevée à une puidànce moindre d’une unité y & multipliée 
par fa différence. 

Ainfi fi l’on fuppofê que m exprime tel nombre entier ou 
rompu que l’on voudra, foit pofitif, foit négatif, &Cx une 
quantité variable quelconque , la différence de x" fera 
toujours wx'”“’dx. 


Exemples. 

La différence dy cube de ap — xx, c’eft i dire de 
ap — XX y e(l f X ap XX X adp — zxdx — 3^'’yy<ly 
— 6 aax xy dp jax*dp — 6 aappxdx -+- x'dx 

~—6x'dx. I 

La différence de V xp -h pp ou de xp -h pp efl: 

jjdx \y<! y 


\xxp-r-pp '■ xpdx H- xdy 2 pdpy ou 

I • „„ i. 

Celle defa^^axppovi de ^ ^ axpf ^eft. \ x a* axpp ‘ 

xappdx^zaxpdpy OU • Celle de ^/ax -r. xx, 

OU de ax -y xx’, eft 7 x 4X -t- xx » x adx -t- zxdx y ou 


a dx X X d : 
ax xx'’’ 


La difiercnce de 'J ax x x y/ a* a xpp ou de 


ax-^-xx-^Va*- 


eft - xax^^xx-^-Va^-i-axpp 

ayydx^X^-fJd, ^dx-i^xxdx 

X adx zxdx -t- . . ■ - - » ou- 


■axpp 


axyj 

ayydx -4- xaxfdy 


iy'»« ^4- axyy X H- * 


»t-y 

B 
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<■ La diflPérencc de fera félon cette regle*& celle 

»„ • t • 


<^xxdx —ydx — xdy—xydj , 

,~v Vxy-*-yy - 7 ^- 

, .. -*.*** /■' xy/xy-^yy * 

des fraftions-- 


- jfx. 


R E M A R <ij; E, 

S. Il eflri propos de bien remarquer que l'on a tou- 
jours fuppofë en prenant les difFcrenccs, qu’une des va- 
riables X croilîânt, les aucresy, &c. croifloicnc au( 5 } 
c’efl à dire que les x devenant x </x , Ics^, &c. de- 
venoient^- 4 - dy , &cc. C’cft pourquoi s’il arrive 

que quelques unes diminuent pendant que les autres croif- 
Icnt, il en faudra regarderies difFéreuccs comme des quan- 
tités négatives par rapport à celles des autres qu’on fuppo- 
fe croître . & changer par confequent les fignes des termes 
où les diflFcrcnces de celles qui diminuent le rencontrent, 
Ainlî iTl’on fiippolê que les x croiflant , les^ & les 3;^ di- 
minuent, c’cft à dire que les x devenant x dx^ les y Sc 
les deviennent ^ — dy 8c — dx^y & que l’on veuille 
prendre la diflferencc du produit xyxj^ il faudra changer 
dans la différence xydx^-*- xx^y -t- yz^x trouvée *, les fi- 
gnes des termes où & d^fe rencontrent : ce qui donne 
ytjlx — xydXy , — xx4y pour la différence cherchée. 


\ 



% 
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Il 


Section II. 

"Vf âge du calcul desdij^rences pour trouver les Tangentes 
de toutes fortes de lignes courbes, 

D e’f I N I T 1 O N. 

S I l’on prolonge un des petits côtes Mm du poligone Fic. i. 

qui compolè^une ligne courbe j ce petit côté ainfi * Art.i' 
prolongé fera appellé la Tanytnte de la courbe au point 
Momm. ■ ' 

Proposition I. 

Problème. 

9* Soit une liyne courbe klA telle qne la relatiende la cou-'^\^,y 
fèe AP ktappliquéeVM.foit exprimée par une équation quel- 
conque, ^ qu'il faille du point donné M fur cette courbe mener 
la tangente MT. 

Ayant mené l’appliquée MP, & fuppofé que la droite 
MT qai rencontre le diamètre au point 2 ", Toit la tangente 
cherchée J on concevra ühé'âurfe”appHqttéc-«»p infini- 
ment proche de la première, avec une petite droite MRpa.- 
tz\\e\eij4P. Et en nommant les données AP,xs PM,yi 
( donc Ppow MK = dx,6c Rm=dy.) les triangles (èm- 
blables mR M ScMPT donneront niR (dy). RM[dx::MP 

(y). PT==-^ Or par le moyen de la différence de l’é- 
quation donnée, on trouvera une valeur dedix en termes 
qui feront tous affeilés par dy , laquelle étant multipliée 
par y & divifée par donnera une valeur de la foutan- 

gcntc PTen termes entièrement connus& délivrés des dif. 
férences , laquelle fervira à mener la tangente cherchée 
MT. 

R £ M A K QJJ E. 

lo. ^o R.SQU E le point T tombe du côté oppofé au 
point A origine des x , il eft clair que x croiflant, y dimi- Fiç. 

Bij 
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* Art. S. nue, & qu’il faut changer par conféquent*dans la différen- 

' ce de l’cquation donnée les fignes de cous les termes où dy 
fe rencontre : autrement la valeur de dx en dy fèroit néga- 
tive; & partant auffi celle de Ileft mieux ce- 

pendant, pour ne fè point embaraflèr, deprendre toujours 
la difFcrence de l’équation donnée par les réglés que l’on 

* 1. a preferites * /ans y rien changer ; car s’il arrive à la fin de 

l’opération que la valeur de /’T’foit pofitive, il s’enfuivra 
qu’l! faudra prendre le point 7 " du même côté que le point 
À origine des x, comme l’on a fuppofé en faifiinc le calcul : 
& au contraire fi élle eft négative, il le faudra prendre du 
côté oppofé. Ceci s’éclaircira par les éxemples fuivans. 

Exemple I. 

Tic. 5. II. I I pon yeuf qye =yy exprime la relation de 
AP^PM i la courbe AM fera une parabole qui aura pour 
paramétre la droite donnée a , & l’on aura en prenant de 

part & d’autre les difiTérences , adx — 2ydy., te dx=- ^ 

& PT ) = - 2 =: 2x en mettant pour^ fa valeur ax. 

D’où il ùiirque fi l’on prend PT double de A P, & qu’on 
mene la droite MT^ elle fera tangente au point M. Ce qui 
étoit propofé. 

Fig. 4. Soit l’équation aa — xy qui exprime la nature de 
l’hyperbole entre les afympcotes. On aura en prenant les 

différences xdy -*-ydx — 0, te partant PT ^y) =• — x. 

D’où il fuit que fi l’on prend = du côté oppofé au 
point y/, fie qu’on mène la droite A/7*, elle lèra la tangence 
en M. 

3°. Soit l’équation cénéralej''”=xqui exprime la na- 
ture de toutes les paraboles à l’infini lorfque l’expofànt m 
marque un nombre pofitif entier ou rompu, & de toutes 
les hyperboles lorfqu’il marque un nombre négatif On 
aura en prenant les-difiTérences»»y"~'i^ =</x, & partant 

PT — my”' — mx en mettant pour y”' fa valeur x 
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S\m=z^, l’cquacion feray = axx qui exprime la 
nature d’une des paraboles cubiques, la foutangencc 
PT = jx. Si OT = — a , l'dquation fera <*’ = xyy qui 
exprime la nature de l’une des hyperboles cubiques, & la 
foutangente PT = — 2 xr 11 en. eA ainfi des autres. 

Pour mener dans les paraboles la tangente au point A 
origine des x, il faut chercher quelle doit être la raifon 
de dx à dy^n ce point 5 car il eft vifible que cette raifon 
étant connue, l’angle que la tangente fait avec l’axe où 
le diamètre fera audl déterminé. On a dans cet éxemplc 
dx . dy D’où l’on voit quej' étant zéro en A, 

la raifon de<^ àdx doit y être infiniment grande lorfque 
m furpailè /, & infiniment petite loriqu’elle ell moindre : 
c’eft à dire que la tangente en yi doit être parallèle aux 
appliquées dans le premier cas, fc confondre avec le 
diamètre dans le fécond. 


Exemple II. 

Il* Soit une ligne courbe AMB telle AP*. PB Fie. j. 
(x%a — x) . PM (yy) :: A B (a) .AD (h). Donc ^ 

— XX, &en prenant lesdifFcrences,— = adx — ixdx^ 


• XX 


j ~i — F — r-~- en met- 

djf ^ — xbx 4 — XX 

tant pour-^- fa valeur ax — xx > &c P T — A P ou AT 


* — 1 * , , , 

Suppofant à preibnt que AP x PB (x'y. a — x). PM 

(f) ; : AB (a) . AD (h) ^ ou aura = x’ x a — x‘ , & en 
prenant les différences = ^xxdx y. a — x — 

2adx -rzxdx x x*, d’où l’on tire'^,;^= 


fr y 4 ■ 


w )JC — XX 


-OU 


— iXX 


SX.AT^ 


^xx X » — a:*— 
lax 

5» — 

B iij 
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Ec gcncralement fi l’on veut que m marque l’expolânt 
de la puiflance de AP, & n celui de la pui^ance de /> B, 

on aura — = x” x _ x qui eft une équation gé- 

x^lepourtouteslesellipfesàl’infini.dontladilFérencecft 

^ wx'"- Vx X — x"~ JM — x" X x“. 


d où l’on dre ( en mettant pour^^^làvaleurx^xx"^^") 


»*™x«- 


ou/>7'= 


K 4jt 

«4 


’Jf 


x«— ï” — XX* — 


— s>cytr-~ 

— m — »* 


»4X 

M4 ^ 0» ^ fIX 


Exemple III. 

Ij. Les mêmes cho/ês étant pofces que dans l’éxem- 
P e précédent , excepté que l’on luppole ici que le point 
B tombe de I autre côté du point A par rapport au point 
P, on aura l’équation — = x" x a •+• x" qui exprime 
la nature de toutes les hyperboles confiderées par rapport 
à leurs diamètres. D’où l’on tirera comme ci-defius PT 


m^n y. MX XX ^ nxx 

• - — & AT = 

»>4 ^m-^nx ms 


Maintenant fi l’on fuppofe qacAP foitinfiniment gran- 
de , la tangente TM ne rencontrera la courbe qu’i une di- 
ftance infinie, c’eft à dire qu’elle en deviendra l’afymptote 
C£j& l’onaura en ce casATf - )— — ~ a^ACi 

puifque a étant infini ment m oindre que x, le terme ma 
icra nul par rapport Par la même railbn en ce 

cas réquationàfacourbedeviendra«*/”*" = ^x“’*“. Ainfi 
en faifântpour abréger en extrayant de part 

&d autre la racine^,onaura^^<*=x^é,dont la différence 
eftdi^ = (/«^^.-de forte qu’en menant parallèle aux 
appliquées.^ en concevant un petit triangle au point oùl’a- 
fymptoteC£ rencontre laxoïirbe, on formera cette pro~ 
portion ou ^6::AC. (^a).A£^^^^a^\ Or les 




Digitized by Google 



desInfinimhnt Petits. 7 . Part. 15 
valeurs de CA & AEétant ainfi dccerminces , on mènera 
la droite indéfinie C£qui iêra l’arympcotc cherchée. 

Siws = y&«=/, la courbe fera l’hyperbole ordinaire, 
& on aura = 7^, & = 7 y/ab, c’eft à dire à la moi- 


tié du diamètre conjugué, « que l’on i^ait d’ailleurs être 
conforme 4 la vcrité, 


Exemple I 


14* SoiTl’cquation^ — x^=axy{AP = x., PM=y, ^iq. 
a eft une ligne droite donnée ) &c que cette équation 
exprime la nature de la courbe AM , fa différence fera 


jyydy _ = axdy H- aytû. Donc , 

^AT ^ en mettant 

pour fa valeur jaxy. 

Maintenant fi l’on fuppofe que AP & T^JVffoienr cha- 
cuneinfinimentgrande,la tangente T’iWdeviendral’afym- 
ptoteC£,&les droites v^7’,y?.V deviendront ACy AE qui 
déterminent la pofition de l’afymptote. Or AT que j’ap- 


pelle t = -77^ , d’où Pon rire 7 = lors 

que AT devient AC, parcequ’alors eft nulle par rap- 
port i ax. Mettant donc cette valeur ^ à la place de y 


dans/ — x'—axy, onauraarfV — a^x'—pdtxx,d‘oii 
l’on tire (en effa<jant le terme ^a'txx, pareeque x étant 
infinie, il eft nul par rapport aux deux autres 2/t'x' Si a'x') 

AC (t) •= La, De même AS (y — ^ ^ que j’appelle 

^ ^ O" ^ = T > pareeque 

7 étant infinie par rapport à s, le terme as fera nul par 
rapport au terme <sr7J & en mettant cette valeur dans l’é- 
quation à la courbe, on trouvera AE (s) = La. D’où il 
fuit que fi l’on prend les lignes AE égales chacune 
ija,Si qu’on mene la droite indéfinie CE, elle fera l’afym- 
ptote de la courbe AM. 


Fie. 7. 
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On fe réglera fur ces deux derniers exemples pour < 
trouver les afympcotes des autres lignes courbes. 

Proposition II. 

Problème, 

U- S I fropojîtion frècèd^te que Us 

coupées AP [oient des portions d! une li^nc courte dont l'on 
che mener les tangentes PT, df qu'il faille du point donné M 
fur la courbe AM mener la tangente MT. 

JVyant mené l’appliquée MP avec la tangente PT, & fup. 
pofé que la droite A/7*qui la rencontre en 7*, foit la tan- 
gente cherchée j on imaginera une autre appliqué mp 
iniîniment proche de la première, & une petite droite 
MR parallèle â PT : & en nommant les données AP^xi 
/'.Afj^ion aura comme auparavant Ppon MR — dx^Rm 
Scies triangles femblables»j2ÎA^& A/ /’T'donncront 

mR (dy). RM(dx) :: MP (y ) . PT . On achève- 
ra enfuite le refte par le moyen de l’équation qui expri- 
mêla relation des coupées AP(xJa.a\ appliquées P Ai (y)^ 
comme l’on a vû dans les éxempics qui précèdent, & com- 
me l’on verra encore dans ceux qui fuivenc. 

Exemple I. 

16. S O I T ^ , dont la différence eft 

: on aura en rc- 

duifanc cette égalité à une proporyon dy .dx{ MP. PT) 

• . ^yJL .’-JiL Et partant le rap- 

• ' « ** ** aya» '.^jy ^ 

port de la donnée A//> à la foutangehte cherchée PT, 
fera exprimé en termes entièrement connus Sc délivrés 
des differehecs. Ce,qui étoit propofç. 


Exem- 
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ExempleII. 

17. S O ï T X z=^> donc la difFérenee efl: dx = -4-^ î 

on aura Pt(^-^ )~T~ que la li- 
gne courbe foie un demi-cerctc',- âc,que les appli- 
quées Af P, étinc prolongées en foienc perpendiculai- 

res fur le diamètre î la courbe y/ iWC fera une demi, 
roulette ou cycloïde: fimple lorfque^ = ^*, allongée lorf. 
qu’elle eft plus grande, & accourcie lorfqu’ellc eft moind re. 

Corollaire. 

18. S I la roulette étant fimple , l’on mene la corde ^Pi 
je dis qu’elle fera parallèle à la tangente MT. Carie trian- 
gle MPT étant alors ifofccle, l’angle externe TP^ierz 
double de l’interne oppofé TMS^. Or l’angle 

égal à l’angle >4 BT*, puifque l’un 8c l’autre a pour mefure • 
la moitié de l’arc AP i 8c partant il eft la moitié de l’angle 
TPQ. Les angles T'Af.^y^B.^feront donc égaux entr’- 
eux } 8c par coniêquenc les lign es M T^AP feront paral- 
lèles. * 

Proposition III. 

Problème. 

^ 9 * Soit une ligne courbe quelconque A P qui ait /»o»r Fig. 7. 
diamètre la droite KNAQ^, dont Ion f^ache mener les tan- 

gentes i fait de plus une autre courbe AM telle que menant 
comme on voudrait appliquée MQ^qni coupe la premiers courbe 
au point P, la relation de l’arc AP à lé appliquée ex- 

primée par une équation quelconque. Il faut d'un point donné 
M mener la tangente MN. 

Ayant nommé les connues KQ^., si l’arc AP y xi 

MQ^yi l’on aura (en concevant une autre appliquée mq 
infiniment proche de A/.^8cen tiranc/'O, A/ 5 paralIeles 
â AQ^ )Pp-=dxy mS = i ,8c à caufe des triangles fem- 
blables KP^Si PpO, mSM 8c M^iVon aura P K (i). 
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K^(s) :: Pp(dx). PO o\i MS Et mS (dy). 

SM MjSJy) . £iN- = . Or par le moyen de 

la différence de l’équation donnée, on trouvera une valeur 
de dx en termes qui feront tous affèdés par dy , & partant 

fi l’on fubflitue cette valeur à la place de dx dans^^^ 

lest^ fe détruiront, & la valeur de la foutangjente cher, 
chéc fera exprimée en termes cous connus. Ce qu'il 
falloir trouver. 

Proposition IV. 

Problème. 

Fig. 8. io. S O l E NT deux lignes courbes A Q_C, B C N qui 
ayent pour diamètre la droite T E A B F, ^ dont P on f^ache me- 
ner les tangentes QE, N F j fait de plus une autre ligne courbe 
, MC tellequela relation des appliquées lAV^Çi^yl^^^foitex^ 
primée par une équation quelconque, il faut dé un point donne 
M fur cette derniere courbe lui mener la tangente MT. 

Ayant imaginé aux points M, A^,les petits triangles 
^Oq, MRm, NSn,Cc nommé les connues />£,/ > PP, t} 
P^xi PM, y, P N, J^î \'onu.\ttzOq=-dx,Rm=dy,Sn 
• = — i/^*parcequex Ôc^croiflanc, s;_diminue. Ecà caufê 

des triangles fcmblables QJ^E&C qOQ^, HPF & nSN, 
MPT fie mRM » l’on aura ^ (xJ . PE (s) qO (dx). 
Oj^ou MRoviSN = Et NP (tJ^PF (t) «-• nS 

( — </;J.5iV=^=^^(d’oà l’on tire</^= 

Et mR (dy). RM ) :: MP (y). PT=‘^^, Or fi l’on 
met dans la différence de l’équation donnée , â la place de 
dx., fa valeur — on trouvera une valeur de dxcndy, 
laquelle étant fubfticuée dans , les dy fe détruiront , 

& la valeur de la foutangence PT fera exprimée en ter- 
mes cous connus. 
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Exemple. 

zi« S O I T w *= XX, , donc la différence eft 2ydy 
H- xdi= en mettant pour valeur néga- 

d’où l’oD tire dxj= , U partant PT 

leur XX: 


tftyy t/f 

’ txx. — SXK 


^ en mettant pour yy ü. va- 


:ur XX: 

Soit maintenant l’équation générale yT*"= x“ç,dont la 

_ m . . . • n m » t in OmI 


différence eft »* -i- ny"'*’'~*dy 

• dx — I» J -ldi 


n m— I 
MT^X aX' 




valeur —7^^, d’oùl’ontire PT(’-^-^) = 

• nst 


J en mettant pour dx^fz 

dx\ TTy^ 


m... a 


= en mettant pour y””'" fa valeur 

On peut remarquer que fi les courbes ^QC, PCN de- 
venoienc des lignes droites, la courbe A/C lëroic alors 
une des Sedions coniques à l’infini 5 fçavoir une Ellipfe 
lorfque l’appliquée CD, qui parc du point de rencontre C, 
tombe entre les extrémités^, J? i une Hyperbole lorf- 
qu’elle tombe de part ou d’autre 5 & enfin une Parabole 
lorfque l’une des extrémités^ ou B eft infiniment éloi- 
gnée de l’autre, c’eft à dire lorfque l’une des lignes droites 
CA oa CB efi parallèle au diamètre AB. 

Proposition V. 

Problème. 

IL* S O I T *a/r ligne courte APB jutait un commencement Fio. 9. 
fixe ^ invariable au point h-, Ô" tonfcache merur l^ 
tangentes PH 5 foit hors de cette ligne un autre point fixe F, 
à- une autre ligne courbe CMD telle qu’ayant mené la droite 
quelconque FMP, tt* relation de fa partie FM k la portion de 
courbe AP fait exprimée par telle équation qu’on voudra. On 
propofe de mener du point donné M la tangente MT. 

Ayant mené fur F P la perpendiculaire F H ^i rencon- 
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tre la tangente donnée FHsm point la cherchéeil/^T 
au point T", imaginé une droite FRmOp qui fallè avec 
F P un angle inlînimenc petit, fie décrit du centre F les 
petits arcs du cercle PO, MR 5 le petit triangle pOP fera 
femblableau triangle rcébangle /’/■//> car les angles HPF, 
* Art. i. //pi? font* égaux, puifqu’ils ne difFércnt entr’eux que de 
l’angle PFp que l’on fuppo/è infiniment petit, fie de plus 
l’angle pOP eft droit , puifque la tangente en O ( qui n’eft 
autre chofeque la continuation du petit arc PO confidé- 
ré comme une droite (eft perpendiculaire fur le rayon fO, 
Par la même raifon les triangles mRM,MFT feront fem- 
blables. Or il eft clair que les petits triangles ou fécleurs 
F PO & FMR font fêmblables. Si donc l’on nomme les 
connues PH,tiFiF,s\FM,yiF A P, x ion 

aura PH (tj .HF {s) : : Pp (dx) .PO = ~. Et F P (zj . 

FM(y)i:PO(’^).MR=^’~~. YxmR(dy) .RM("'^):: 

FM (y) . FT= Et on achèvera le relie par le moyen 
delà différence de l’équation donnée. 

Exemple. 

Fig. 10. l’on veut que la courbe APB fbit un cercle qui 

ait pour centre le point fixe i?> il eft clair que la tangen- 
te i^// devient parallèle & égale .à la foutangente FH,i 
caufe que HP fera au(fi perpendiculaire à PF ; 5 c qu’ainfi 

l’on aura en ce cas FT = = '4^—, en nommant la 

droite /■/’( O»’* » parcequ’elle devient confiante de va- 
riable qu’elle étoit auparavant. Cela pofé, fi l’on nomme 
la circonférence entière, ou une de les portions détermi- 
nées, ^iSeque l’on fafTe^ . x:: <r.^Ja courbe CMD , qui 
eft en ce cas F MD, fera la Spirale à' Archimede , & l’on 

aura^ = ^ qui a pour fa différence dy= d’où l’on 
ùie ydx xdy cn mettant pour^ fà valeur y 3 

Separtant /T' qui donne cette conftrudion. 
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Soit décrie du centre J" & du rayon FM, l’arc de cercle 
MQ, terminé en Q par le rayon FAc\üi joint les points 
fixes A y Fi foit pris ¥T égale à l'arc : je dis que 
la droite MT fera tangente en M. Car à caufe des leéleurs 
fcmblables FPA, FM^, l’on aura F P (a ) . FM (y) : : AP 

(xj . Md= FT. 

. Si l’on fait en général b .x:: ( l’expofanc m dé- 

figne un nombre entier ou rompu tel que l’on veut) la 
courbe F MD fera une des fpirales à l’infini, ScTon aura 

A'™ = < 3 ui a pour fa différence my^~^dy = , 

!d’où l’on tire^djf = ^^^ 3 ^ = mxdy , en mettant pour y™ 

m 

fi valeur V= ; & partant jrrf = 

Proposition VI. 

Problème. 

^4* Soit une li^ne courbe APB dont ton fcache menerVio. u. 
les tangentes PH , ^ un point fixe F hors de cette lime i 
fou une autre ligne courbe ftMD telle que menant comme on 
votidra , la droite FPM , /ai relation de FP d FM foit expri- 
mee par une équation quelconque, il faut du point donné M 
mener la tangente MT. 

Ayant mené la droite FHT perpendiculaire fur FM, & 
imaginé comme dans la propo/îtion précédente les petits 
triangles POp, A/.R»* femblables aux triangles HFP, 

T FM, on nommera les connues F H, s i F P, x i FM, y i Sc 

l’on aura PF/^xJ . F H (s) .• ; pO (dx) .OP=‘-^,^tFP (x). 

FM (y) ;; OP ) .RM= , Et mR fdy) .RM 

FM (y ) . FT = On achèvera enfuitelc reffepar 

le moyen de la différence de l’équation donnée. 

C iij 


Digitized by Google 


SI 


Anàltse 


Exemple. 

%S‘ S » l’on veut que la courbe y4PS foie une ligne 
droite PH, & que l’cquation qui exprime la relation de 
F P â FM foit^ — X =a,c’e{i à dire que PM foit tou- 
jours égale à la même droite donnée x ; l'on aura pour dif. 
fcrencc iy^dxi & partant FT , Ce qui 

donne cette conftruâion. 

Soit menée ME parallèle iPH, parallèle iPE^ 
je dis qu’elle fera tangente en M. 

Cil F P (x) . FH (s) :: FM (y) .FE = ‘^. EtFP 
(x) . FE ( 'i) :: FM (y) . FT = ‘j^. Il efl: clair que la 
courbe CMD cil la Conchoïde de Nicomede , dont l’afym- 
ptote eft la droite PH, & le pôle eft le point fixe F. 

Proposition VII. 

Problème. 

Fie. 11. Soit une ligne courbe AR.M dont ton fiache mener 
Us tangentes ait pour diamètre la droite EPAHT, 

foit hors de ce diamètre un point fixe F, ctoà parte une ligne 
droite indéfinie FPSM qui coupe U diamètre en P ^ la courbe 
en M. Si ton conçoit maintenant que la droiteFPM,en tour- 
nant autour du point F, faffe mouvoir U plan P AM toujours 
parallèlement à foi-mime le long de la ligne droite ET immo- 
bile (jr indéfinie, en forte que- la difiarue PA demeure par- 
tout la mime’} il efi clair que t interfeilian continuelle lAdes 
lignes FM , AM décrira dans ce mouvement une ligne courbe 
CMD. On propofe de mener <£un point donné M fur cette 
courbe la tangente MT. 

Ayant imaginé que le plan P AM foit parvenu dans la . 
fituation infiniment proche &tiré la ligne WiR J pa- 
rallèle à il eH clair par la génération que Pp-==. Aa 
— Rm, & partant que RSr=Sm — Pp. Or nommant les 
connues F P ou Fp, x i FMoxx Fm ,y » PH, s j MH ,t,lc. 


Digitized by Google 


DES Infiniment Petits./. Fan. zj 
la différence les triangles femblables F Ppfx. 

FSm, MP H & MS R., MHT & MKm^ donneront Fp 
^ (x). Fm{y)::Pp(dxJ. — ^ ( donc 5.R = 

Et PH(s).HM(t)uSR ) 

Ec MR ( ) • Rm (àO MH(t) . HT=j^^ 

Donc lî l’ofi mène FF parallèle à A/W,&(pj’oa prcnoc 
HT=*.PE J la ligne MT fera la tangente cberchce. 

Si la ligne .^A/ctoit une ligne droite j la courbe C.A/'O 
lêroic une Hyperbole qui auroit pour une de Tes afympto* 
tes la ligne ET. £t ü elle étoit un cercle qui eût Ton cen- 
tre au point P 5 la courbe CMD feroit la Conchoïde de 
JTtctnude^ qui auroit pour afymptote la ligne £/, & pour 
pôle le point F. Mais il elle étoit une parabole j la cour- 
be CA/D leroit la compagne de la Paraboloïde de Dr/^<?r- 
/«*, qui le décriroit en même temps au deflbus de la 
droite ET parl’interfedion de F P avec l’autre moitié de 
la Parabole. 

Proposition VIIL 
Problème. ~ * " ' 

*'7* Soit uni ligne courbe AN qui ait pour diamètre la 
ligne droite AP, avec un point fixe F hors de ces lignes i [oit 
une autre ligpie courbe CMD telle que menant comme l'on 
voudra ^ la FMPN,4* relation de fes parties FN , F P, 

FM fait exprimée par une équation quiconque, llefi quefiion 
de tirer du point donné M la tangente MT. 

Soit menée par le point F la ligne HK perpendiculaire 
à/A^.qui rencontre en /C le diamètre en //la tan- 

gente donnée NHt Ibient décrits du centre F & des in- 
tervalles FN^ FPy FA/ des petits arcs de cercle POt 
MR terminés par la droite Fn que l’on conçoit faire avec 
F N un angle infiniment petit. Cela pofé. 

Si l’on nomme les connues F K, s } F//, t,FP,x^ FM, y j 
F N, Kô le* triangles femblables PFK & pOP, F MR &c 


Oeam, 
Liv. 5 . 


Fid. f(. 
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F PO & HF7^ic. NQn, mRM Sc MFT donneront 

FF (x). FK (s) :: fO {dx) . OP=’-df. Et FP{x). FM 
{y)::PO[ MR‘^. Et FP (x) .FN{xJ • • 

Et MF {t).FN(zO :: 

— = Et”*-» : : FM {y). 

FT = ’-y^- Or par le moyen de la difFcrence de l’équa- 
tion donnée on trouvera une valeur de dy en dx & 
dans laquelle mettant à la place de dx^Ça valeur négative 
, pareeque x croiflant , ^^diminue j tous les termes 
feront affedes par dx -, de forte que cette valeur étant en- 
fin fubftituéc dans les dx fe détruiront. Et partant 

la valeur de FT fera exprimée en termes connus & déli- 
vrés des différences. 

Si l’on fuppofoit que la ligne droite ^P fut une ligne 
courbe, & qu’on men.âc la tangente /"iC ; on trouveroic 
toujours pour FT la meme valeur, & le raifonnement de- 
meureroit le meme. 

Exemple, 

Fie. 14. 2.8. S upposONs que la ligne courbe AN foit un 
cercle qui palTc par le point F (tellement fitué à l’egard 
du diamètre AP que la ligne F B perpendiculaire à ce 
diamètre paflè par le.centre G de ce cercle), & que PM 
foit toujours égale à PN-, il eft clair que la courbe C A/ D, 
qui devient en ce cas FMA, fera la CilToïde de Diodes^ 
& que l’on aura pour équation = av, dont la dif- 
férence eft«^=a«^x — dx~ ^^**‘^*^*1^^* . en mettant pour 

_ dz fa valeur — — trouvée ci dclîus *. Et partant FT 
Art. 17 . '*■* ‘ 

r iy/dx \ __ • styy 

( xxay J uxx - 4 - 

Si le point donne A/tomboit fur le point A., les lignes 
JA/, F N, F P lcroient égales chacune à FA , comme aulfi 

les 
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les droites FK^FH y & partant on auroiten ce cas FT, 
— ^=3 ix , c’eft i dire que fi l’on prend FT — \AF ^ 
Sc qu’on mene la ligne AT, elle fera tangente en A. 

On peut encore trouver les tangentes de la Cifibïde 
par le moyen de la première Propofition , en menant les 
perpendiculaires 2^E, ML fur le diamètre F B cher- 

chant l'équation qui exprime le rapport de la coupée FL 
à l’appliquée LM\ ce qui fe fait ainfi. Ayant nommé les 
connues FB-^ za ; FL ou BE , x » LM , les triangles 
. femblables FEN, F LM, & la propriété du cercle don - 
neront FL{,x) . LM {y) :: FE .EN : : EN { y/zax — xx) . 
EB (x). D’où l’on tirc^^= différence eft 

. Ec partant iO* (f ) 

=.^*~** , en mettant pour fa valeur ^7^ . 

Proposition IX. 

Problème. 

19. So lENT deux lignes courbes ANB , CPD, ^ une li- 
gne droite FKT, fur le (quelle s [oient snarques des points fistes 
A, C, F •,foitde plus une autre ligne courhe^MQ telle qu' ayant 
mené par un de fes points quelconques M la droite FMN , & 
MP parallèle <i FK j la relation de tare AN ^ tare CP [oit 
exprimée par une équation quelconque, il faut d'un point don- 
né M [ur la courbe EG mener la tangente MT. 

Ayant mené par le point cherché T la ligne TH paral- 
lèle à FM, & par le point donné M les droites MRK, MO H 
parallèles aux tangentesen T’ & en on tirera fwOn infi- 

niment proche de F MN & mRp parallèle à MP. 

Cela pofé, fi l’on nomme les connues FM,si FN,t> MK, 
uiCP.x i j 4N. y ,{donc.Ppoa MR=dx, Nn-=dy) les trian- 
gles femblables FNn ic F MO, MOm 5 c MHT, MRm Si 
MKT donneront EN {t). FM(f) :: Nnfdy). MO =:'[-• 

D 


*Art. 9. 


Fio. IJ. 
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Et MR{dx). MO ) MK («) . MH = , Or par 

Je moyen de la différence de requacion donnée l’on aura 
une valeur de 4 - en termes qui feront tous affedcs par^fjr, 
laquelle étant fubftituce dans , les dx fe détruiront 5 & 

partant la valeur de MH fera exprimée en termes en- 
tiérement connus. Ce qui donne cette conftrudion. 

Soit mené MH parallèle à la touchante en 27 & éga- 
le à la valeur que l’on vient de trouver ; foit tirée HT 
parallèle à FM^ qui rencontre en T la droite FK^ par où & 
par le point donné m foit menée la tangente cherchée MT 

Exemple. 

Fic. 16 . ^o. St l’on veut que la courbe A27B foit un quart de 
cercle qui ait pour centre le point fixe F, que la cour- 
be CPD foit le rayon APF perpendiculaire fur la droite 
F KG, FIT B, fic que \'a.tcA27 [y) foit toujours à la droite.^/* 
(jf)comme leqaartdecercle/r/i\^.fl(^)au rayon (rf) 5 la 
courbe FMG deviendra la Quadratriegy^jV^G de Dinojira- 

rr, fie l’on aura MH ( J = . puifque F P ou 

MK — -jf,Sc F27{t\=a. Mais l’analogie fuppofec 

demne ^ X, ècady — bdx. Mettant donc dans la valeur 

de MH à la place de x Sc de leurs valeurs y & on 
trouvera Ce qui donne cette conftrudion. 

Soit menée jVfW perpendiculaire fur 5 " A/,& égale à l’arc 
it/,i^lécrit du centre F, fic foit tirée HT parallèle i FM\ 
je dis que la ligne MT fera tangente en M. Car à caufe 
des fedeurs femblables F N B, FMQ_^ l’on aura F2f{u). 
FM(s) :: 27B (b— y). M{Z=^^. 

C O R. O L L A I R E. 

Fig. 17. S« l’on veut déterminer le point G où la 'quadra- 
trice A MG rencontre le rayon FByOn imaginera un au- 
tre rayon Fgb infiniment proche de FGB j fic en me- 
nant g/ parallèle à FB^ l* propriété de la quadratricc 
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& les triangles lèmblables FBb,gfF-, rédangles en .S & en 
donneront j 4 B . AF v. Bb, Ff : : F B ou g/ ou FG, 
D’où l’on voit que fi l’on prend une troificme propor- 
tionnelle au quart de cercle .^^.5 & au rayon AF-, elle fera 
égale à /"GjC’eft i dire que FG = Ce qui donne lieu 
lieu d’abréger la conftrudion des tangentes. 

Car menant TE parallèle k MH-, les triangles fembla- 
blés f A/ A',fr£donneront M/: (<r — x). JW /■(/): : 

ouA/// (^^^^).Fr=j^^=^.en mettant pour 
X là valeur ^ , & divifànt enfuite le tout par b — y ; d’où, 
il cft clair que la ligne FT eft troifiéme proportionnelle 
iFG Ici FM. 

Proposition X. 

Problème. 

32.* Soit une ligne courbe AM B telle qu’ ayant mené ttu» 
de fes peints quelconques M aux foyers F, G, H, ^c. les droi- 
tes MF, MG, MH, lesn- relation fait exprimée far une 
équation quelconque : ^ foit propofe de mener du point donné 
M la perpendtculutre M P fur la tangente en ce point. 

Ayant pris fur la courbe y4l.fi l’arc Mm infiniment petit, 
& menéles droites£'Am,Gm5, £/>nO, on décrira descen- 
tres£,G, H les petitsarcs de cercles iWA,A/fi,A/Gienfuire 
du centre M fie d’un intervalle quelconque on décrira de 
même le cercle CZ)£ qui coupe les lignes MF, MG, MFF 
aux points C,D,£,d'où l’on abaiflèrafur Ai/^lesperpendi- 
culairesCZ, BK, El. Cette préparation étant faite, je re- 
marque 

1°. Que les triangles réflangles MRm, MLC font lèm- 
blables j car en ôtant des angles droits LMm, RMC l’angle 
commun LMR, les tn.Ht.n%RMm,LMC feront égaux,fic déplus 
ils font réâanglcs en A fit Z. On prouvera de même que 
les triangles réélangles MSmia MKD, MOm fie MlE font 
fèmblables. Partant, puifq^uc L’hypothenufê Mm cft com- 
mune aux petits, criantes MBm, M^m, MOm , fie q.ue les 
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hypotlienufes MC^ MD,M£des triangles /^ZC, AfKD , 
font égales cntr’clles; il s'enluirque les perpendicu- 
laires CZ, Z) a:, El oncle meme rapport entr’clles que les , 
différences Rm, Sm, Om. 

2°. Que les lignes, qui partent des foyers fitucs du mê- 
me côté de la perpendiculaire ^//',croilIènt pendant que 
les autres diminuent, ou au contraire. Comme dans la 
figure 1 8 . FM croift de fa différence Rm , pendant que les 
autres GA/, HM diminuent des leurs Sm , Om. 

Si l’on fuppofè à préfent, pour fixer fès idées , que l’é- 
quation qui exprime la relation des droites FM {x) , GM 
(_y ) , MM (i^), foit ax xy — o, dont ladifferen- 
c.QnÇi.<idx-^ydx-i~xdy — 2t^x = o-, U cft évident que la 
la tangente en A/( qui n’eft autre chofe que la continua- 
* Art . }. tion du petit côté Mm du poligone que l’on conçoit com- 
pofer la courbe doit être tellement placée qu’en 

menant d’un de fes points quelconques m des parallèles 
. mR, mS, mO aux droites FM, GM, HM, terminées en R, S, 

O par des perpendiculaires MR, AIS, MO à. ces mêmes droi- 
tes , on ait toujours l’équation Rm-^ xy Sm — 

X Gw=o;ou ( ce qui revient au meme, en mettant à la 
place de Rm, Sm, Om leurs proportionnelles CZ , DK, 

EJ ) que la perpendiculaire MP à la courbe doit être pla- 
cée en forte que a -i-y y CL ->r x y DK — 22^*- ~ 

Ce qui donne cette conftruclion. 

Fi 6 .i 8 .iji. Que l’on conçoive que le point C foit chargé du poids 
a-i-yqi\i multiplie la différence de la droite F/ft fur 
laquelle il eft fitué,&de meme le point D du poids x, 
êc le point E pris de l’autre côté de M par rapport au 
foyer FI ( pareeque le terme — aitAcft négatif) du poids 

Je dis que la droite MP qui pafîè par le commun cen- 
tre de péfanteur des poids fuppofez en C ,D, E, fera la 
perpendiculaire requife. Car il eft clair par les principes 
de la Mécanique, que toute ligne droite, qui paftepar le 
centre de pefanteur deplufieurs poids , les fépare en for- 
te que les poids d’une part multipliés chacun par fa di« 
ftance de cette droite, font précifement égaux aux poids 
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de l’aurre parc multiplies audî chacun par fa. diilance de 
cette même droite. Donc pofanc le cas que x croilTanc, 

Sc i^croiflènc aullî , c’eft à dire que les foyers P, G, H Fie. 15. 
tombent du même côté de MP, comme l’on fiippofè tou- 
jours en prenant la différence de l'équation donnée félon 
les réglés preferites j il s’enfuit que la ligne MP laillêra 
d’une part les poids en, C & Z) , & de l’autre le poids en 
P,ôcqu’ainfi l’on auraa-^yxCZ-*-xxDK — EJ=o^ 

qui écoit l’équation à conftruirc. 

Or ]e dis maintenant que puifque la conflrudion eft bon- 
ne dans ce cas , elle le fera auÂi dans cous les autres j car 
fuppofanc par éxemple que le point M change de ficua- 
tion dans la courbe en forte que x croiflànc,^&i^ dimi- Fie. il. 
nuent, c’eft à dire que les foyers G, M paflènt de l’autre 
côté de MP, il s’enfuit 1°. * Qu’il faut changer dans la * jirt.tl 
différence de l’équation donnée lesfignes des termes affe. 
âés par ou par leurs proportionnelles DK, El, 

de forte que l’équation à conftruire fera dans ce nou. 
veau cas a -^y x CL — x x DK 2Z^y El = 0. i°. Que 

les poids en D&c E changeront de côté par rapport à 
MP , Sc qu’ainfi l’on aura par la propriété du centre de 
pefanteur J x CL — xxDK Jic^x El =0, quieft l’é- 
quation à conftruire. Et comme cela arrive toujours dans 
tous les cas pofllblcs , il s’enfuit, Scc. 

Il eft évident que le même raifonnement fubfifteratou-. 
jours tel que fbit le nombre des foyers, fie telle que puille 
être l’équation donnée j de forte que l’on peut énoncer 
ainfi la conftruclion générale. 

Soit prife la différence de l’équation donnée dont je 
fuppofe que l’un des membres foit zéro, 8c foit décrit X 
diferérion du centre /W un cercle CZ>£ qui coupe les droi- 
tes UF, MG, MH aux points C,D, E, dans lefquels foient 
conijus des poids qui ayent encr’eux le même rapport 
que les quantités qui multiplient les différences des li- 
gnes fur lefquelles ils font fitués. Je dis que la ligne MP qui 
pafte par l.’ur commun centre de pefanteur, lcra la per- 
pendiculaire requife. Il eft à remarquer que fi l’un des 

D iij 
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poids efl négatif dans la différence de l’équation donnée, 
il le faut concevoir de l’autre côté du point M par rap- 
port au foyer. 

Si l’on veut que les foyers i?, G> W foient des lignes droi- 

Fig.io. tesou courbes fur qui les droites MF, MG, MH tonnbenc 
à angles droits , la même conlfruâion aura toujours lieu. 
Car menant du point m^prss infiniment prés de /Mlesper- 
peiKHcnlatres mf, ng, nth fur les foyers, &; du point M les 
petites perpendiculaires MS, MOifu ces lignes j il 
efbdawque Mm fera la diâcrenceck AdF, puifqueles droi- 
tes MF, Rfétznxs perpendiculaires encre les parallèles Ffÿ 
MR, elles feront égales, ât de même que ^aiefl: la diffé-^ 
rence de MG, fit Om celle àeMH I fie on prouvera enfuite 
tout le refte comme ci-deffus. 

ïïQ. U. On peut encore concevoir que les foyers F, G,Mü)ienc 
tous ou en partie des lignes courbes qui ayent des corn- 
mencemens fixes ôc invariables aux points F, G, H, & que 
la ligne courbe j4MB foit telle qu’ayant mené par exem- 
ple d’un de fes points quelconques Af les tangentes MV, 
MJIT la droite MGi la relation des lignes mixtilignes 
FVM, HJ^M & de la droite GM foit exprimée par une 
équation quelconque. Car ayant mené du point m pris in- 
finiment près de mW tangente»»*, il eft clair qu’elle ren- 
contrera l’autre tangente au point ^^( puifqu’elle n’eft que 
la continuation du petit arc Vu çonfidéré comme une pe- 
tite droite ) , fie partant que fi l’on décrit du centre V" le 
petit arc de cercle MR i Rm fera la différence de la ligne 
mixtiligne FVM qui devient FVuRm. Et tout le refte fê 
démontrera comme. ci-devant. 

M. T fc h imba us ^ domè la frtmiere idée de ce PfeUénu dam 
fin- Livre de la Médecine de l'.efpriP.i M. Fatio m a trouvé en- 
fitite une folution très ingénieufe cfu'il a fait inférer dam les, 
Journaux. (F Hollande : mais la maniéré- dont ils L ont conçu , 
ri eft qu'un cas fariiculter de. Lt conftruEiion gérait qste: je- 
viens de damer. 


« 
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Exemple L 

3 J* Soit axx -4- byy-^ cz^ — p = e (les droites it,byC,f 
/ont données) donc la diiFcrence eft axdx -4- hydy-¥ 

= C’eft pourquoi concevant enC le poids en Die Fie. i», 
poids hy^ & en £ le poids c 1 ^, c’eft à dire des poids qui 
îbienc encr’eux comme ces réétangles^ la ligne MP qui 
pafte par leur commun centre depefanteur, (eraperpeo- 
diculaire i la courbe au point M. 

Mais fi l’on mène £D parallèle à CZ, Sc que l’on pren- . 
ne le rayon MC pour l’unité, les triangles Icmblables 
MCZ, MF O donneront = x k C£î & de même ma- 

nant G R parallèle à BK , & HS parallèle à £/, on trou- 
vera que GR <=y k BK & HS = EJ z de forte qu’en 
imaginant aux foyers £, G, 77 les poids<<,^,r i la ligne MP,, 
qui pafle par le centre de pelànceur des poids hy , ri;_ 
fuppolêz en C, D, £, paflèra aulfi par le centre de pefan- 
teur de ces nouveaux poids. Or ce centre eft un point 
fixe , puifquc les poidscn £, G, 77, fçavoir 4 , r, font des 
droites conftantes qui demeurent toujours les nrêmes en 
cjuclque endroit que le trouve le point M. D’où il fuit 
que la courbe M B àoxtctxe. telle que touteslcs perpen.- 
diculaires (e coupent dans le même poinc , c’eft à dire 
qu’elle lèra un cercle qui aura pour centre ce point. Voici 
donc une propriété très remarquable du cercle que l’on 
peut énoncer ainfi. 

S’il y a fur un même plan autant de poids 4 , i, r, Sec. 
que l’on voudra, fitués en F, G, 77,&c.& que l’on décri- 
ve de leur commun centre de pefanteur un cercle x/MBi 
je dis qu’ayant mené d’un de lès points quelconques A7, 
les droites MF. MG. MH, &c. la fomme de leurs quarrés 
multipliés chacun par le poids qui lui répond , fera tou- 
jours égale i une même quantité. 

Exemple II* 

34* Soit la courbe ,t4MB telle qu’ayant mené d’un Fie. i|. 
de Tes points quelconques Msm foyer F qui eft un poinc 
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fixe la droite au foyer G qui eft une ligne droite 

la perpendiculaire MG > le rapport de MF iMG foit tou- 
jours le même que de la donnée ^ à la donnée L 
Ayantnomme A/G,/>on aurax .y:\a.h, & 

w partant ay = dont la différence eft ady — bdic = o, 
C’eft pourquoi concevant en C pris au delà de M par 
rapport iF le poids ^ & en Z) ( à pareille diftance de M) 
le poids a, Sc menant par leur centre commun de pefan- 
teur la ligne Af/’j elle fera la perpendiculaire requife. 

, Il eft clair par le principe de la balance , que fi l’on divifë 

la corde CD au point P en forte que CP . DP a .b j le 
point P fera le centre commun de pefanteur des poids 
fuppofés en C & O. 

La courbe eft une feclion conique, fçavoir une 
Parabole lorfque a-=b^ une Hyperbole lorfque u furpafic 
b, & enfin une Ellipfe lorfqu’il eft moindre. 

Exemple III. 

Fie. i 4 - 3J* S ï apres avoir attaché les extrémités d’un fil 
FZryWCArjfr//en Z & en avoir fiche une petite poin- 
te en G, on fait cendre également ce fil par le moyen 
d’un ftile placé en M, en forte que les parties FZV^ MYJF 
foient roulées autour des courbes qui ont leur origine 
en F 8c H , que la partie MG fuit double, c’eft à dire 
qu’elle foit repliée en G , & que les choies demeurant en 
cet état l’on falTe mouvoir le ftyle Af; il eft clair qu’il dé- 
crira une coarbe ^ M B. Il eft queftion de mener d'un 
point donné A/ fur cette courbe la perpendiculaire A/ Z, la 
poficion du fil qui fert àla décrire étant donnée en ce point. 

Je remarque que les parties droites A/A'dufil font 
toujours tangentes en que fi l'on nomme les li- 

gnes mixtilignes FZVM^ x i HYA'M, ^5 la droite MG,y-, 
8c une ligne droite prife égale à la longueur du fil, 
l’on aura toujours x ■¥■ zy a : d’où je connois que la 

courbe A MB eft comprife dans la conftrudion générale. 
C’eft pourquoi prenant la différence dx zdy dz^= o, 
& concevant en C le poids /, en D le poids a , Sien E le 
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poids/; je dis que la ligne MP, qui pafle par le centre com- 
mun de pefanteur de ces poids, fera la perpendiculaire re- 
quife. 

Proposition XI. 

Problème. 

36. Soi ENT deux lignes quelconques , EQF dent 
ton f^ache mener les tangentes P G , QH ; é" f>;t une ligne 
droite PQyir laquelle fait marque un peint M. isi l'on conçoit 
que les extrémités P, Ç^e cette droite glijfent le long des lignes 
AB , EF, il eft clair que le pointM décrira dans ce mouvement 
une ligne courbe CD. il efi quejiionde mener eCun point donné 
M fur cette courbe la tangente MT. 

Ayant imaginé que la droite mobile T’Aff^^foit parve- 
nue dans la fituation infiniment proche;»»»^, on tirera les 
petites droites .^perpendiculaires furP^ ce 
qui formera les petits angles reftanglcs pOP, mXAf, qHQJ 
éc ayant pris P K égale à M^, on mènera la droite HKG 
perpendiculaire fur P^^ & Ton prolongera O/’ en 7*, où 
je fuppofe qu’elle rencontre la tangente cherchée MT. 
Cela pofé, il eft clair que les petites droites Op,Rm, Sq 
feront égales entr'elles, puifque par la conftrudion PM 
& A/j^îonc par tout les mêmes. 

Ayant nommé les connues PM oa a i MS^ou 
P K, b } KG,fiKH, g 5 & la petite droite Op ou Rm ou Sq, 
dyi les triangles femblables PKG bepOP, btqSQ^ 

donneront P K (b ) . KG (f) : .- pO (dy) .OP — ^. Et^ 
(a). KH (g) ::qs ( dy ) . S . Or l'on fijait 

parlaGeometrie commune que A/A = 

Ainfi les triangles femblables mRM, MPT 
donneront mR ( dy) . RM ( ) :: MP (a). PT — 
Ce qu’il falloit trouver. 


E 


Fig. 15. 
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Proposition XII. 
Problème. 

Fig, 1^.37* Soient deux lignes quelconques B N, ayent 

pour axes les droites^Q^ ^Dqui s’entre-coupentd angles droits 
au point k-, ^foit une ligne courbe LM telle qu'ayant mené 
et un de fes points quelconques M les droites MGQj MPN 
parallèle <i AB, AE ; /<< relation des efpaces^QsÇi^ , {le point 
E efi un point fixe donné fur la droite AE , la ligne EF e/l 
AC) APND, ^ les droites PM, PN, > 
foit exprimée par une équation quelconque. Jl e/i queflion de 
mener a' un point donné M fur la courbe LM , /.< tangente 
MT. 

Ayant nommé les données & variables ou GA/, x> 
PM ou AG.,y,PN^u-,GQ^.%^,\'tispzcç.EGSlF,s-, l’efpa. 
czAPND., ti ôcles foutangentes données PH,ai GK^bi 
l'on aura PpouMS o\iMR=dx, Ggou Rm ou 0,^_5 = — dyi 
Sn = — du= ~ica.[iCe des triangles femblables HPN j 

2PSn i Oq = ds^— — ,NPpn = dt= udx, & QGgq-=ds 
= — tfiyi où l’on doit oblcrver que les valeurs de Rm 
icSn font négatives, parceque^/’ fxj croillànt, PAf (y) 
& PN(u) diminuent. Cela pofé , on prendra la difFeren. 
ce de l’cquation donnée, dans laquelle on mettra à la place 

de</r, ds ^du ydxfizMxs valeurs»</x, — 

ce qui donnera une nouvelle équation qui exprimera le 
rapport cherché de <^à ou de A//^ à PT. 

Exemple I. 

38. S O I T f -H jy;,=r on aura en prenant les dif- 
férences ds -i- 2 zfiz^=^ dt udx -+- W«,&mettanc â la pla- 
ce de <//, dt, d %. , du leurs valeurs, on trouvera — zfiy — ^4^ 

^ «à, - d-où roo ,« I>T (fj = 
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Exemple II. 

39* Soit j == /, donc ds = dt ^ c’eft â dire — 

= « 7 xj & partant PT (^) = — Or comme cette 

quantité eft négative , il s’enfuit* que l’on doit prendre * An. 10, 
le point T du côté oppofé au point A origine des x. Si 
l’on fuppofê que la ligne FQ^ foit une hyperbole qui ait 
pour alymptotes les droites en forte que 

= J, & que la ligne BND foit une droite parallèle à 
de maniéré que PN(u) (bit par tout égale à la droite 
donnée c; il eft clair que la courbeZAf apour afymptote 

la droite ABt &que fa foutangente PT ( — ) = — c 

c’eft à dire qu’elle demeure par tout la môme. 

La courbe LM eft appelléedans ce casLogAritlmique. 

Proposition XIII. 

Problème. 

16. Soient deux lignes quelconques BN, FQ^^«; aycnt p,Q 
four axe la meme droite fur laquelle foient marquésdeux 

f oint s A, E ; foit une troifième ligne courbe L M telle 

qu ayant mené par un de fes points quelconques M la droite 
AN, décrit du centre A l'arc de cercle MG, ^tiré GQ^pa- 
rallele à EF perpendiculaire fur AB j relation des efpaces 
E G Q^F (s), ANB (t), ^ des droites AM ou AG (y), 

AN (z), GQ {a), foit exprimée par une équation quelcon~ 

. que. Il faut mener d'un point donné M fur la courbe LM la 
tangente MT. 

Après avoir mené la droite perpendiculaire fur.<^^A^, 
foit imaginé une autre droite Amn infiniment proche de 
AMN.ysT\ autre arc wg, une autre perpendiculaireg^j& dé- 
crit du centre.^ le petit arc on nommcralcsfoutangen- 

tes données AHas GK-, ^5 & on aura Rm ou Gg = 

Sa= </;^jles triangles femblables 77.^ & NSn, KG^ 
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& QPq , donneront aufli SN Oq = — <its =. 

— ds=^udy^ j 4 Nnou AN \NS-= — dt~\ 

adz^ On mettra toutes ces valeurs dans la différence de' 
l’equatiOn donnée, &l’on en formera une nouvelle, d’où 
l’on cirera une valeur de dy. Or à caufè desTédeurs 
ii.àeiitt\àn^\çsiemb\ab\esAN:i&cAMR^mRMS>LMAT^ 

on trouve AN (zj AM (y) NS (^) . MR. = 

Et mR (dy) . RM (*-^) tt AM (y). AT = Si 

donc l’on met dans cette formule à la place de d{ là va- 
leur en les différences fe décruiront , & la valeur de 
la foutangente cherchée ^Zfera exprimée en termes en- 
tièrement connus. Ce qu’il falloit trouver. 

Exemple I. 

4*' Soit uy — x==: — r, dont la différence eff udy' 

^ydu — ds — 2Z,ds ^ — ce qui donne ( après la fubffi- 

tucion faite) dz = ^ en mettant cette va- 

leur dans on trouve AT= 

Exemple II. 

42.. S O I T I = ar, donc ds = zdt^ c’eft à dire — udy 

Si la ligne ^Ned un cercle qui ait pour centre le point 
>Y,&pour rayon la droite AJJ = AN=f,Sc que F^^oic 
une hyperbole telle que G^(u) = '-f -, il eft clair que 
la courbe LM fait une infinité de retours au tour du cen- 
tre avant que d’y parvenir { puifque l’efpace F EG 
devient infini lorfque le point G tombe en /^ ) , & que AT 
D’où l’on voit que la raifbn de A/à ^7* eft con- 
fiante ; & partant que l’angle>/A/ 7 * eft par tout le même. 

La courbe LM eft appellée en ce cas Logarithmique 
fpirale. 
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Proposition XIV. 

Problème. 

4Î* Soient fur un même plan deux courbes quelconques Fio. i8. 
AiMD , BMC qui fe touchent en un point M , ^ fait fur le 
plan de la courbe BMC un point fixe L. Si l’on conçoit à pre- 
fent que la courbe BMC roule fur la courbe AMD f» appli- 
quant continuellement en forte que les partiesrèvolues AM, BM 
foient toujours égales entr elles > île fi vifible que le plan BMC 
emportant le point L,ce point décrira dans ce mouvement une 
efpece de roulette IL K. Cela pofé^je dis que fi lé on mene dans 
chaque différente pofition de la courbe BMC point décri- 

vant L au point touchant M ) la droite LM j elle fera perpen- 
diculaire k la courbe ILK. 

Car imaginanc fur les deux courbes S MC deux 

parties Mm^ Mm égales entr’elles & infiniment petites, on 
les pourra confidérer*comme deux petites droites qui font * -drt. j. 
au point M un angle infiniment petit. Or afin que le pe- 
tit coté Mm de la courbe ou poligone BMC tombe fur le 
petit côté Mm du poligone AMD, il faut que le point L 
décrive autour du point couchant il7 comme centre un 
petit arc Ll. Il eft donc évident que ce petit arc fera par- 
tie de lacourbe ILK -, & par conféquent que la droite ML, 
qui lui eil perpendiculaire, fera aufil perpendiculaire fur 
la courbe ILK au point Z. Ce qu’il ralloic prouver. 

Proposition XV. 

Problème. 

44- Soit «f» angle réfliligne quelconque MLN , dont les f »?• 
cbtés LM, LN touchent deux courbes quelconques AM , BN. 

Si l'on fait gliffer ces cbtés autour de ces courbes , en forte qu’ils 
les touchent continuellement > ilefi clair que le fommet L dé- 
crira dans ce mouvement une courbe ILK. ll efi quefiion de 
mener une perpendiculaire LC fur cette courbe , la pofition de 
r angle MLN étant donnée. 

Eiij 
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Soie décrit un cercle qui paflè par le fommec L , & par 
les points touchans foit menée par le centre C de 

ce cercle la droite CL ; je dis qu'elle fera perpendiculaire 
à la courbe 7Z/C. 

Car confidérant les courbes B N comme des poli- 

gones d’une infinité de côtés tels que Mm, Nn i il eft évi. 
dent que fi l’on fait glifier lescôtés ZM, ZN, de l’anglere- 
éliligne MLN, qu’on fuppofe demeurer toujours le meme, 
autour des points fixes M, N, ( on confidéreles tangen- 
tes Z A/, ZiV comme la continuation des petits côtés M/, 
7/g) jufqu’à ce que le côté ZM de l’angle tombe fur le 
petit côté Mm du poligone ^M,&c l’autre côté LN fur le 
petit côté Nn du poligone BNi le fommec Z décrira une 
petite partie Z/ de l’arc de cercle MLN , puifque par la 
conftrudion cet arc eft capable de l’angle donné MLN. 
Cette petite partie Ll fera donc commune à la courbe 
ZZAT j&parconfequentladroiteCZ,qui lui eft perpendi- 
culaire, iêra aufiî perpendiculaire fur cette courbe au 
point Z. Ce qu’il falloir démontrer. 

Proposition XVI. 
Problème. 

Fie. JO. 4J* Soit ABCD une corde parfaitement flexible à la- 
quelle foient attachés diffèrent poids A, B, C, quiayent 
entr eux tels intervales AB, BC, que l'on voudra. Si l'on 
traîne cette corde fur un plan horizontal par l extrémité D , /f 
long d'une courbe donnée DP j il efl clair que ces poids fe dif 
• po feront en forte qu'ils feront tendre la corde, éf qu'ils décri- 
ront enfuite des courbes A.M, BN, CO, dfc. On demande la 
manière d en tirer les tangentes , la pofitton de la corde ABCD 
étant donnée avec la grandeur des poids. 

Dans le premier inftaneque l’extrémité 2) avance vers 
T, les poids B, C, décrivent ou tendent à décrire autant 
de petits côtés .Aa, Bb, Ce des poligones qui compofent les 
courbes M, BN,COi &par conféquent il ne faut pour 
en mener les tangences o4B, BC, CK , que déterminer la 
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direélion des poids B, C dans ce premier inftanC, c’eftà 
dire la poficion des d ruites qu’ils tendent à décrire. Pour la 
trouver, je remarque 

1®. Que le poids A efl: tiré dans ce premier inllant fui- 
vant la direction AB, &c comme il n*y a aucun obftacle qui 
s’oppofeà cette direction, puifqu’il ne traîne après lui au. 
cun poids, il la doit fuivre j & partant la droite AB fera 
la tangente en A de la courbe AM. 

1°. Que le poids B eft tiré fuivant la diredtion BCi mais 
parcequ’il traîne apres lui le poids A qui n’eft pas dans 
cette direction , & qui doit par conléquent y apporter 
quelque changement, le poids B n’aura pas fa diredlion 
fuivant . 5 C, mais fuivant une autre droite .0G, dont il faut 
trouver lapolîtion. Ce que je fais ainfi. 

Je décris fur BC comme diagonale le réétangle EF, 
donc le côté BF efl: fur ^^.5 prolongée, & fuppofant que 
la force avec laquelle le poids iîelt tiré fuivant BC, s’ex- 
prime par BCi il efl: vifiolc par les réglés de la Mécani- 
que, que cette force BC le peut partager en deux autres 
BE&cBF, c’eftà dire que le poids B étant tiré fuivant la 
dircdlion .5C par la force BC, c’eft la même chofe que 
s’il étoit tiré en meme temps par la force BE laivantladi- 
rection BE , & par la force B F fuivant la direction BF.^ 
Or le poids A ne s’oppole point à la diredlion BE , puis- 
qu’elle lui eft perpendiculaire 5 & par confequent la for- 
* ce i?£ fuivant cette direction demeure toute entiere: mais 
il s’oppolc avec toute fa pefantcur à la direétion B F. Afin 
donc que le poids avec la force B F vainque laréfiftance 
du poids A , il faut que cette force fe diftribue dans ces 
poids à proportion de leurs maflès ou grandeurs : c’eft 
pourquoi fi l’on divife EC au point G, en forte que CG 
îbic à GE comme le poids A au poids .5 j il eft clair que 
EG exprimera la force reftante avec laquelle le poids B 
tend à fe nviuvoir fuivant la direiftion BF , après avoir 
vaincu la réfiftance du poids A. Il eft donc évident que 
le poids B eft tiré en même temps par la force BE fuivant 
la direction BE , Sc par la force EG fuivant la diredion 
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BF ou EC) Sc partant qu’il tendra à aller par BG avec la 
force BG: c’eft à dire que BG fera fa direâion, & par 
confcquent tangente en B de la courbe B2\T. 

3 °. Pour avoir la tangente C/C, je forme fur CD com- 
me diagonale le rédlangle HJ, dont le côté CJ eft fur BC 
prolongée} & je vois que le poids B ne réfifte point à la 
force CH avec laquelle le poids C eft tiré fuivant la di- 
reéfion CH , mais bien â la force CJ avec laquelle il eft 
tiré fuivant la direélion CI, & de plus que le poids ré. 
ffte aufli à cette force. Pour fçavoir de combien, je tire 
j4L perpendiculaire fur CB prolongéé du côté de B, & je 
remarque que fi exprime la forccavec laquelle lepoids 
tiré fuivant la dïrc6tior\yJB,BL exprimera celle avec 
laquelle ce même poids eft tiré fuivant la direAion BCi 
de forte que le poids Cavcc la force CJ doit vaincre le 
poids entier Æ,&de plusune partie du poids .«^qui cftà ce 
poids comme BL eft à Bj4, ou BF à BC. Si donc l’on 
fait B . C :: DK. KH, il eft clair que CK fera 

la direAion du poids C , & par conféquent la tangente 
en C de la troifiéme courbe CO. 

Si le nombre des courbes étoit plusgrand, on trouve- 
toit de la même manière la tangente de la quatrième, cin- 
quième , &c. Et fi l’on vouloit avoir les tangentes des 
courbes décrites par les points moyens entre les poids , 
on les trouveroit par l’art. 36 . 



Section 
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Section III. 

"Ufage du calcul des différences pour trouver les plus 
grandes & les moindres appliejuées^ où fe réditifent 
les cptefiions De maximis & minimis. 

D E' F I N I T I O N I. 

S Oit une ligne courbe MD M dont les appliquces/> 2 iy. Fie. 51. 

£D, PM fbient parallèles entr’elles; & qui foie telle 
que la coupée ^4P croUlânc continuellement , l’appliquée 
PM croiflê auflî jufqu'à un certain p>oint E, après lequel 
elle diminue -, ou au contraire qu’elle diminue jufqu’à un 
certain point E, après lequel elle croiffe. Cela pôle, 

La ligne lêra nommée /a flus grande ou la moindre 
appliquée. 

De' FINITION II. 

Si l’on propofê une quantité telle que T’A/, qui foie 
compofée d’une ou de plufieurs indéterminées telles que 
laquelle >^/’croiflant continuellement, cette quan- 
tité PM croiflê auffi juiqu’à un certain point E , après le- 
quel elle diminue , ou au contraire 5 & qu’il faille trouver 
pour T’, une valeur AE telle que la quantité £Dqui en 
eft compofée , foit plus grande ou moindre que toute au- 
tre quantité PM iemblablement formée de AP. Cela 
s’appelle une queftion De maximis ^ minimis. 

Proposition ge'ne'rale. 

46* La nature de la Uyse courbe MDM étant données 
trouver pour A P une valeur AE telle que té appliquée ED foit 
la plus grande ou la moindre de fes femhlables PM. 

Lorfque.i^Z’croiflint, /’A/croîtaoffîj ileftévident*que * Art.l, 
fa différence Rm fera pofitivc par rapport à celle de AP s 10. 

£c qu’au contraire lorfque EM diminue, la coupécy^/^ croit. 
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iànc toujours, fa difFJrcnce fera négative. Or toute quan. 
tiré qui croît ou diminue continuellement, ne peut deve- 
nir de poficive négative, qu’elle ne paflê par l’infini ou 
par le zéro j Içavoir par le zéro lorfqu’clle va d'abord en 
diminuant, & par l’infini lorfqu’elle va d’abord en aug- 
mentant. D’où il luit que la difièrcnce d’une quantité qui 
exprime un plus grand ou un moindre ,Ao\t être égale à zéro 
oui l’infini. Or la nature delà courbe MDM étant don- 
née, on trouvera*une valeur de Rm^ laquelle étant éga- 
lée d’abord à zéro, & enfuite à l’infini, fèrvira à décou- 
vrir la valeur cherchée de AE dans l’une ou l’autre de ces 
fuppofitions. 

R E M A R QJJ E. 

F1c.31.31. 47 * tangente en Z) eft paralleleà l’axe lorfque 
la diftereneex-w devient nulle dans ce point 5 mais lorfi- 
Fi«. 33. 34. qu’elle devient infinie, la tangente le confond avec l’ap- 
pliquée ED. D’où l’on voit que la raifon de mR à RM, qui 
exprime cellede l’appliquée à la loutangente, eft nulle ou 
infinie fous le point D. 

On conçoit aifément qu’une quantité, qui diminue con- 
tinuellement, ne peut devenir de pofitive négative fans 
paflèr par le zéro ; mais on ne voit pas avec la même é vi - 
dence que lorfqu’ellc augmente, elle doive pafler par l’in- 
fini. C’eft pourquoi pour aider l’imagination , foient en- 
Fi«, 31. 31. tendues des tangentes aux points M,D, Mi il eft clair dans 
les courbes où la tangente en D eft parallèle à l’axe AB , 
que la foutangente T’T’ augmente continuellement à me- 
fure que les points A/, P approchent des points D,E> Sc 
que le point Af tombant en D , elle devient infinie ; 6c 
qu’enfin lorfque y^/^furpafle^^f, la foutangente PT de- 
* Art. 10. vient négative de pofitive qu’elle étoit, ou au contraire. 

Exemple L 

Fis, 3;. Supposons quejf’-*-^’=</x^f/^ 7 ’=jv, 

exprime la nature de la courbe MDM. On aura 
en prenant les dififérences jxxdx -f syydy = axdy -t- aydx^ 
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lcdy= ~ ° lorfque le point P tombe fur le 

point cherchée £,d*où l’on tire^= ^ j &fubfticnant cet- 
te valeur à la place de^ dans l’équation x’ -t-y''=axy, on 
trouve pour AE une valeur x = \a^2 telle que l’appli- 
quée £Z) fera plus grande que toutes (es femblables PM. 

Exemple II. 

• 4 - 9 * S O I T y — a=:a' xa — x \ l’équation qui expri- Fie. 35, 
mêla nacuredcla courbe On aura en prenant les 

différences, dy ■= — que j’égale d’abord à zéro j 

maispareeque cette fuppofition me donne — lix^ja—o 
qui ne peut faire connoître la valeur de ^£, j’égale enfuite 
l’infini, ce qui me donne — x = o i d’où l’on 

tire x = a , qui eft la valeur cherchée de AE. 

Exemple III. 

JO. Soit une demie-roulette accourcie dont la Fig. 5^. 
ba(è eft moindre que la demi circonférence ANBà\i 
cercle générateur qui a pour centre le point C. Il faut dé- 
terminer le point £ fur le diamètre AB., en forte que l’ap. 
pliquée ED foit la plus grande qu’il eft poflible. 

Ayant mené à diferetion l’appliquée /^jVf qui coupe lc‘ 
demi-cercle en AT, on concevra .à l’ordinaire aux points 
M, N, les petits triangles MRm, NSn , 8c nommant les in- 
déterminées^/», X; PN, j;» VâTcAN, » j 8c les données^ 
ANB,avBF, h J CA ou CN,ci l’on aura par la propriété 
de la roulette AN B (a) . BF (b) ; : AN (u) . NM= ^ . 

Donc PM=x-*-— fa différence Rm ~ = © 
lorfque le point / tombe au point cherché £. Or les trian- 
gles réc'langles NSn, NPC font femblables 5 car fi l’on ôte 
des angles droits CNn, PNS l’angle commun CNS, les 
reftes SNn, PNC feront égaux. Et partant . CP 

Fij 
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— xJ:: T^nfduJ . Sn (d^J = — - . Donc en met- 

tant cette valeur à la place de ds, dans adx^-t- bdu = 0, 

on trouvera ^ = 0, d ou 1 on tirera x { qui 

cft en ce cas yiE J =:c 

Il eft donc évident que fi Ton prend C£ du côté de £ 
quatrième proportionnelle à la demi-circonférencCy^A^^, 
à la bafe£Ey & au rayon C£, le point £ fera celui qu'on 
cherche. 

Exemple IV. 

. /!• C O U P E R la ligne donnée en un point £, en 
forte que le produit du quarré de l’une des parties xd£ par 
l’autre ££, foit le plus grand de tous les autres produits 
formés de la même maniéré. 

Ayant nommé l’inconnue AE,x\ &la donnée 
on aura x £B —axx — a:’, qui doit être un plus^rand. 
C’eft pourquoi on imaginera une ligne courbe MT>M^ 
telle que la relation de l’appliqucc MP (y) ^ la coupée 

AP (x) foit exprimée par l’équation^ = ~ on 

cherchera un point E tel que l’appliquée ED foit la plus 
grande de toutes fes femblablcs PMî ce qui donne dy 

Pon tire M = 4^. 

Si l’on veut en général que x™ x dT^'x" foit un plus grand 
(mSx.n peuvent marquer tels nombres qu’on voudra), il 
faudra que la différence de ce produit foit égale à zéro 
ou à l’infini, ce qui donne wx'"“*<fxx a — .v" — na — at""' 
dx xa:“=o, d’où en divifantpar x"’"* x ^ — x““'<fx-,l’on 
tire am — mx — nx = 0 ^ & AE (x) = a. 

Si;« = ^,& n = — 7, l’on aura.^^£ =2a,Sc il faudra 
alors énoncer le Problème ainfi. 

Prolonger la ligne donnée du côté dc^en un point 

£, en forte que la quantité ~ foit un moindre , & non 
pas un plus grandi car l’équation à la courbe MDM fera 
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=7, dans laquelle fi l’on fuppofe ;c =<*, l’appliquée 


PM qui devient BC fera " , c’efl: à dire infinie j & fuppo. 

làntx infinie, l’on aura^ = jf,e’eftà dire que l’appliquée 
fera aufil infinie. 


Si m =j^bc.n — — 2, l’on aura — a î d’où il (bit 

que l’on doit énoncer le Problème alors en cette forte. 

Prolonger la droite donnée du côté de A en un Fie. jf. 


y<E V AB 


point E , en forte que la quantité — foit plus gran- 


de que toute autre quantité femblable 


Bh 

». 

AP X AB 


se 


Exemple V. 

La ligne droite y 4 B étant divifée en trois parties Fi«. 3?. 
AC , CP, PB, il faut couper fa partie du milieu CP au 
point E,en forte que le rapport du rédangle jrf£x EB au 
réélangle CE x eP foit moindre que tout autre rapport 
formé de la même manière. 

Ayant nommé les données a> CP, 6 y CB , ci Sc 
l’inconnue CE, x i l'on aura AE = a x , EB =c — x, 

EP=-h — X, &partantle rapport de v7£ x à C£ x EP 

fera ^ ** moindre. C’ell pour- 

quoi fi l’on imagine une ligne courbe MDM, telle que la 
relation de l’appliquée PM {y) à la coupée CP (x) foie 
exprimée par l’équation7= ~ *** ~ ^ laquef 

tion fe réduit à trouver pour x une valeur CE telle que 
l’appliquée ED foit la moindre de toutes Ces femblables 
PM. On formera donc ( en prenant les différences , & di- 
vifant enfuite par</<fx ) l’égalité «x — axx — hxx-^-zaex 
— abc = O , dont l’une des racines réfout la queflion. 

Si f =<*-+- é, l’on aura x=.\b. 

Exemple VI. 

J3* Entre tous les Cônes qui peuvent être inferiu 

F iij 
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dans un Tphére, déterminer celui qui a la plus grande fur- 

face convexe. 

Fie. 40. La queftion fe réduit à déterminer fur le diamètre 

du demi-cercle..^/'*.ff le point E, en forte qu’ayant mené 
la perpendiculaire & jointif, le rcdanglc x f £ 
foit le plus grand de tous les fèmblables A^x NP. Çar fi 
l’on conçoit que le demi-cercle ./^/■.Sfaflè une révolution 
entière autour du diamètre yîB ^ il eft clair qu’il décrira 
une fphérc, & que les triangles ré«5bangles AEF ^ AP2T 
décriront des cônes inferits dans cette fphére, dont les 
furfaces convexes décrites par les cordes AE , AN^ feront 
entr’elles comme les récHrangles x FE, AN x NP. 

Soit donc l’inconnue..^£=x, la donnée = a, on 
aura par la propriété du cerclc/^f = vCrx,£F=V'«/x — xx-, 
& partant AF x FE — ^aaxx — ax' qui doit être un plus 
grand. C’clbpourquoi on imaginera un ligne courbe AfDiVf 
telle que la relation de l’appliquée PM (^) à la coupée 

AP {x) foit exprimée par l’équation **' = ^ j 8c 

l’on eberebera le point £, en forte que l’appliquée £Z) foit 
plus grande que toutes lès femblables PM. On aura donc 

k j.fl,, x»xix — \xxdx J> ' I. 

diffcrence- ^^^j3^ ^^^ = d ou I on tire 
AE{x) — ^a. 

Exemple VII. 

.T4- O N demande entre tous les Parallélépipèdes égaux 
à un cube donné a\ êc qui ont pour un de leurs cotés la 
droite donnée b, celui qui a la moindre fuperficie. 

Nommant X. un des deux côtés que l’on cherche, l’au- 
tre fera » & prenant les plans alternatifs îles trois côtés 
^ ii- parallélépipède, leur Ibmme fçavoir^x-*- ^ 
-t- J fera la moitié de la fuperficie qui doit être un moin- 
dre. C’eft pourquoi concevant à l’ordinaire unejigne 
courbe qui ait pour équation V r —y> trou- 
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vcra en prenant la difFcrence 

tirexAT = ^, & JC = J de forte que les trois côtes du 
parallélépipède qui fatisfait à la qucllion, feront le pre- 
mier le fécond , & le troifiéme V'^. D’où l’on voit 

que les deux côtés que l’on cherchoit, font égaux cn- 
tr’eux. 


Exemple VIII. 

JJ- O N demande préfentement entre tous les Parallc- Fis. 41. 
lepipedes qui font égaux à un cube donné <*’, celui qui a 
la moindre fuperficie. 

Nommant jc un des côtés inconnus, il efl clair par l’e- 
xemple precedent, que les deux autres côtés feront cha- 
cun & partant la fomme des plans alternatifs qui 
efl la moitié de la fuperficie, fera qui doit être 

un moindre. C’efl pourquoi fa différence — 

= 0, d’où l’on tire x = ai Si. par conféquent les deux 
autres côtes feront aufiî chacun =a> de forte que le cube 
meme donné fatisfait à la quefliun. 

Exemple IX. 

J^- IjA ligne frétant donnée de pofition furunplan Fis- 41- 
avec deux points fixes C, F } Si ayant mené à un de fes 
points quelconques P deux droites CP (u) , PF (xji foie 
donnée une quantité compofee de ces indéterminées u 
& & de telles autres droites données h. Sic. qu’on 

voudra. On demande quelle doit être la pofition des droi- 
tes C£, ££, afin que la quantité donnée , qui en efl com- 
pofée,foitplusgrande ou moindre que cette même quan- 
tité lorfqu’elle efl compofée des droites C/’, PF. 

Suppofons que les lignes C£, EF ayent la pofition re- 
quife J Si ayant joint C£, concevons une ligne courbe DM 
telle qu’ayant mené à diferétion PQ^M pierpendiculaire fur 
C£, l’appliqué dM exprime la quantité donnée : il efl clair 
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que le point P tombant au point £, l’appliquée qui 
devient OZ7, doit être la moindre ou la plus grande de tou. 
ces les femblables. 11 faudra donc que fa différence foie 
alors égale à zéro ou à l’infini : c’efl pourquoi fl la quan. 
ticé donnée eftpar exemple -t- l’on aura aiu -irzz^x^ 
= O, & par conféquent 2 t^. a. D’où l’on voit 

déjà que //^doit être négative par rapport à du > c’eft i 
dire que la pofition des droites C£, EF doit être tel le que 
» croiflànt, i^diminue. 

Maintenant fi l’on mene £G perpendiculaire à la ligne 
j4EB, & d’un de fes points quelconques G les perpendicu- 
laires G Z, GI fur CE, EF i & qu’ayant tiré par le points pris 
infiniment près de £, les droites CKc, FeH, on décrive des 
centres C, F les petits arcs de cercle EK, EH: on formera 
les triangles rcdangles ELG&c EKe , EIG & EHe, qui fe. 
ront femblables entr’eux jcar fi l’on ôte des angles droits 
GEe,LEK lemême angle LEr, les reftes LEG, KEektoix 
égaux ; on prouvera de meme que les angles JEG, HEe 
feront égaux. On aura donc GZ. G/:: Ke(du). He( — d%) 
: : a. D’où il fuit que la pofition des droites CE, EF doit 

être telle qu’ayant mené la perpendiculaire £G fur la ligne 
.rf^£.BilefinusGZde l’angleG£CfoitaufinusG/de l’angfe 
G EF, commes les quantités qui multiplient font à cel- 
les qui multiplient du. Ce qu’il falloit trouver. 

C O R. O L L A''i RE. 

57* Si l’on veut à prefènt que la droite CE foit don- 
née de pofition & de grandeur, que la droite ££ le foit de 
grandeur feulement, & qu’il faille trouver fa pofition, il 
eft clair que l’angle GEC étant donné , fon finus GZ le fera 
auffi , & par confequent le finus G/ de l’angle cherché 
G EF. Donc fi l’on décrit un cercle du diamètre £G, ôcque 
l’on porte la valeur de GZfurfa circonférence de G en Ji 
la droite EF qui pallc par le point 1 aura la pofition re- 
quife. 

Soit au ^j^^la quantité donnée -, on trouvera GI = 
; d’où l’on voit que quelque longueur qu'on don- 
ne 
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ne à EC & à EF, la pofirion de certe derniere fera tou- 
jours la même, puifcju’elles n’entrent point dans la valeur 
de G/, c]ui par confcquent ne change point. Si a~b, il 
eft clair que la pofition de EF doit être fur CE prolongée 
du côté de £> puifque GZ =-GI , lorfque les points C, F 
tombent de. part & d’autre de la ligne AEB : mais lorC. 
qu’ils tombent du même côté, l’angle /"ZG doit être pris Fie. 41, 
égal à l’angle CEG. 

’ Exe MP LE X. 

jS. Le cercle AEB étant donné de pofition avec les Fig. 41. 
points C, F hors de ce cercle; trouver fur fa circonféren- 
ce le point E tel que la fomme des droites CE , EF foit la 
moindre qu’il eft poflîble. 

Suppofant que le point E ftiit celui que l’on cherche, 

& menant parle centre O la ligne 0 £G, il eft clair qu’elle 
fera perpendiculaire fur la circonférence AEB > & partant 
♦quelesangles F£G,C£Gferontégauxcntr’eux. Si donc*Art.j7. 
l’on mene ££fen forte que l’angle EHO /oit égal à l’an- 
gle CEO , & de même EK en forte que l’angle EKO /oit 
égal à l’angle FEO, Si les parallèles ED, EL i OF, OC i 
on formera les triangles femblables OCE Si OEH, OFE Sc 
0£/T,£/Z)£&£CZ£!& en nommant les connues 0 £ ou Oy< 
ou O B, ai OC, h » OF, ci & les inconnues GZ) ouZ£, x i 

DE ou OL,y i l’on aura OH = ~,0K = ~, & HD 
fx-^). DE (y) ::KL ( y — . LE (x). Donc 

XX — ^tzzyy—*-^, qui eft une équation à une hyper- 

bole que l’on conftruira facilement , & qui coupera le cer- 
cle au point cherché £. 

Exemple XI. 

T_Jm voyageur partant du lieu C pour aller au lieu Fig. 45. 
F, doit traverfer deux campagnes /éparces par la ligne 
droite AEB. On fuppo/ê qu’il parcourt dans la campagne 
du côté C l’efpace a dans le lems c, Sii dans l’autre du 
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côté de F l’efpacc^ dans le même tems e : on demande 
par quel point E de la droite il doit palTer , afin qu’il 
employé le moins de tems qu’il eft polfible pour parve- 
nir de Cen F. Si l’on fait a . CE (u) :: r . Et b . EF 


(t^ :: c . Il e/l: clair que ^exprime le tems que le 
voyageur employé à parcourir la droite CE , & de même 
que-* exprime celui qu’il employé à parcourir EF ; de 

forte que y doit être un moindre. D’où il fuit 

*Art.^6. * qu’ayant mené EG perpendiculaire fur la ligne ABi le 
finus de l’angle GEC doit être au finus de l’angle G EF , 
comme a eft à b. 

Cela pofé, fi l’on décrit du point cherché E comme cen- 
tre de l’mtervallefClecercleCGW, &qu’on mene lur la 
droite 4EB les perpendiculairesC>/,//Z),/='^,& fur CF, EF 
les perpendiculaires GL,G1\ l’on aura a . h GL.Gl . Or G£ 
=AE,ScGJ— ED, parceque les triangles redangles G£Z 
& ECA,GEI &CEHD font égaux & /emblables entr’eux , 
comme il eft facile à prouver. C’eft pourquoi fi l’on nomme 

l’inconnue y/£,x; on trouvera £Z) = ^ : & nommant les 
connues A B, fi AC, g} BF,hi les triangles femblablcs 

EBF, ED H donneront EB (f — x ). B F (h):: ED(^ ). 
DH= ^ triangles réélanglesED//, 

EAC , qui ont leurs hypotenufes EH, £CégaIes, l’on aura 
Tü'^-*~ dh — ÊA -*■ ÂC, c’eft à dire en termes analyti- 


ques jg •• Ds force que 
ôtant les fradions ordonnant enfuitc l’égalité, il vien- 
dra aux * — zaafx' •+- aaffxx — ^aaf^x -t- aaff^ = o. 
— bb 2bbf ■+• aa<i^ 

— bhff 

— hhhh 

On peut encore trouver cette équation de la manière 
qui fuit, fans avoir recours à l’éxemple 9 . 


J 
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Ayinc nommé comme auparavant les connues AB, fi 
AC, g» BF , ht & l’inconnue AE, xi on fcra^ , CE 
(V^-^xx):: c = au tems que le voyageur 

employé à parcourir la droite CE. Et de meme b . EF 

■■ c .iï2H3^f*ïîf = au 

tems que le voyageur employé à parcourir la droite EF. 

ru 


XX cŸff — ^fx XX ■ 


cxdx 


. = a un moin- 

f v</.v — ■ cfdx 


Ce qui fera ** -» 

dre J & partant fà différence -r . ^ „ 

r aYig.^xx ty Jf-,fx..t-xx -^hh 

— 0 ; d’où l’on tire , en divilant par cdx & en ôtant les in- 
commenfurables, la même égalité que ci devant , dont 
l’une des racines fournira pour AE la valeur qu’on cher- 
che. 

Exemple XII. 

^O'SoiT une poulie F qui pend librement au bout Fie. 44. 
d’une corde CF attachée en C, avec un plomb B fuf- 
pendu par la corde DF B qui paflb au defliis de la poulie 
F, & qui cft attachée en ./î, en forte que les points C, B 
font (itucs dans la même ligne horizontale CS. On fup- 
pofeque la poulie & les cordes n’aycnt aucune pefanteur } 

& l’on demande en quel endroit le plomb Z) ou la poulie 
F doit s’arrêter. 

Il eft clair par les principes de la Mécanique que le 
plomb D defeendra le plus bas qu’il lui fera poffible , au 
defibus de l’horizontale CB : d’où il fuit que la ligne à 
plomb DFE doit être un plus grand. C’éfl: pourquoi nom- 
mant les données CF, ai DfB,bi CB, r j & l'inconnue 
CE, X > l’on aura £F= >Jaa — xx , F B = y/aa ■ 
ic DFE = b — >/aa -t- cc — 2Cx ■ 

rdx xdx 


ce 2CX^ 

'J aa — XX qui doit être 


ViXi plus grandi Separtant fa ^ 

t= 0 , d’où l’on tire 2cx' — zeexx — aaxx + aacc 


Yaa—xx 

= 0 , êC 


Gij 
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divifant par AT — r , il vient 2 cxx — aax^aac = a , dont 
l'une des racines fournir pour CE une valeur telle que la 
perpendiculaire ED paffepar la poulie i? & le plomb D 
lorfqu’ils lont en repos. 

On pourroic encore refoudre cette queftion d'une au- 
tre manière que voici. 

Nommant EF,y\ BF^ a;,; l'on aura ;t- 4 ->'=àua 
fluiyrand } & partant dy = dz^ Or il eft clair que la pou- 
lie F décrit le cercle CFA autour du point C comme 
" centre j & partant fi du point / pris infiniment près de F, 
l'on mene /F parallèle à C.ff, &/.Î perpendiculaire fur 
.5F, 1 on aura FF = 8cF5=</jç. Elles lèront donc 

égales entr’elleSiScparconféqucnt les petits triangles ré- 
élangles ERf, FSf, qui ont de plus l'iiypotcnufc F/ com- 
mune, feront égaux &femblables; d’où l’on voit que l’an- 
gle FF/efl: égal à l’angle SFf, c’eft à dire que le point F 
doit être tellement ficué dans la circonférence FA, que 
les angles faits par les droites EF, F B fur les tangentes en 
Ffoientégaux entr’eux: ou bien (ce qui revient au même) 
que les angles B FC, DFC foient égaux. 

Cela pofé, fi l’on meneF/f,en forte que l’angle FFIC foie 
égal .à l’angle CFF ou CF Di les triangles CB F, CF H Çetont 
. femblables j comme auifi les triangles réélangles ECF.EFH, 
puifquel’angle CFFeft égal i l’angle F«£,étant l’un & l’au- 
tre le complément à deux droits, des angles égaux FFIC, 
CFD i & par conféquent on aura CH^^ , & HE (x — 

£F (y): : EF (y) . EC (x). Donc 3tx — ‘-^ z=yy = a<t 

. — XX par la propriété du cercle , d’où l’on tire la même 
^égalité que ci- devant. 

Exemple XIII. 

Fic. 4 j. 6 i. L’e levation du pôle étant donnée, trou ver le 
jour du plus petit Crépufcule. 

Soit de centre de la fphére } APTOBH^t méridien -, 
HDdO l’horifon j QEeT le cercle crépufculaire parallèle 

•- 
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àrhorifon i /^Af.A^Æl’cqiiateur} F£ DG la portion du pa- 
rallèle à l’cquateur, que décrit le Soleil le jour du plus 
petit crcpufcule, renfermée entre les plans de riiorifon 
&ducerclecrépufculairejFlepoleaullral j PEMy f’DN' 
des quarts de cercles de déclinaifon. L’arc H O ou OT du 
méridien compris entre l'horifon & le cercle crépuLu- 
Jaire,& l’arc OP de l’élévation du pôle font donnes ^ Sc 
par conféquent leurs finus droits C/ou PL ou & Oy. 

L’on cherche le finus CK de l’arc EM ou D// de la décli- 
naifon du Soleil lorfqu’il décrit le parallèle ED. 

S'imaginant une autre portion fed^ d’un parallèle à l’é- 
quaccur, infiniment proche de FEDG, avec les quarts de 
cercles Pem., Pdn> il eft clair que le temps que le Soleil 
eiimloye à parcourir l’arc £D, devant être uamoitidre, la 
diftérence de l’arc MN qui en eft la mefure , qui de- 
vient mn lorfque ED devient ed , doit être nuPe j d’où il 
fuit que les petits arcs A/ot, Nn., 5c par conféquent les pe- 
tits arcs Re, Sd., feront égaux entr’eux Or les arcs RE, SD 
étant renfermés entre les mêmes parallèles ED, ed, fimt 
auflî égaux, 5c les angles en 5 5c en iî font droits. Donc les 
petits triangles rédangles ERe, DSd ( que l’on confidérc 
comme rédilignes *à caufe de l’infinie petitefiè de leurs* j. 
cotés), feront égaux 6c femblables ; 6c par conféquent les • 
hypotenufes Ee, Dd feront aufîî égales entr’elles. 

Cela pofo, les droites DG, £ F, d'g,r/' communes fêéUons 
des plans FFDG./î’d'g parallèles à l’équateur, avec l’hori- 
zon 8c le cercle crépufculaire, feront perpendiculaires 
fur les diamètres HO , ^T, puifque les plans de tous ces 
cercles font perpendiculaires chacun fur le plan du méri- 
dien J 8c les petites droites Gg , F/ feront égales entr’elles , 
puifque les droites FG,fg font parallèles. Donc>/ Dd — 
ou DG — <fg = — Yf" oufe — FF. Or il ell clair 

par ce que l’on a démontré dans l’article jo. que fi l'on 
mene à diferétion dans un demi-cercle deux appliquées 
infiniment proches, le petit arc qu’elles renferment, fera 

Giij 


Digitized by Google 


54 . A N A L T I E 

âieur dififôrence, comme le rayon eft à la coupée depuis 
le centre, ce qui donne ici ( à caufe des cercles HDO^ 
^T) CO . CG : : Dd ou Ee. DG — dg ou fe — TE : : 

JF :: CO-t-J^a OAr. CG-*- JF ou G l. Mais àcaufe des 
triangles rcdangles femblables CF'O, CKG, FLG, l’on aura 
CO . CG :: or. G K. Et G K . GL r. CK . FL ou Donc 
or. CK :: O^. JT H par la propriété du cer- 

cle : c'eft à dire que fi l’on prend Q.X' pour le rayon ou fi- 
nus total dans le triangle rcdangle y dont l’angle 

JIQ_X eft de 9 degrés, pareeque les Allronomes font l’arc 
Jfj^de 1 8 degrés , l’on aura comme le finus total eft à la 
tangente de 9 degrés, de même le finus de l’élévation du 

f iole eft au finus de la déclinailon auftrale du Soleil dans 
e temps du plus petit crépufcnle. D'où il luit que fi l’on 
ôte 0.8001875 du logarithme du finus de l’élévation du 
pôle; le refte fera le logarithme du finus cherché. Ce 
qu’il falloir trouver. 



Digitized by Google 



DES Impinimint Petits. /. 55 


Section IV. 

Vfage du calcul des dij^rences pour trouver les points 
d'inflexion cy de rehrouflement. 

C OMME l’on le lèrvira dans la fuite des dilTcrences 
fécondés, troificmes, &c. il eft nécellaire d’en don- 
ner une idée avant que d’aller plus loin. 

D e' F I N I T 1 O N I. 

La portion infiniment petite dont la difFérence d’une 
quantité variable augmente ou diminue continuellement, 
eft appellee la différence de la différence de cette quantité , 
ou bien Ç3. différence fécondé. Ainfifil’on imagine une troi- 
ftéme appliquée nq infiniment proche de la fécondé mp , pic, 
& qu’on mene mS parallèle à ScmH parallèle à RS J 

on appellera Hn la différence de la différence Rm^ ou bien 
la différence fécondé de PM. 

De même fi l’on imagine une quatrième appliquée of 
infiniment proche de la troifiéme nq ^ & qu’on menenT* 
parallèle à & nL parallèle à 57 " > on appellera la dif- 
férence des petites droites Hn, Lo, lo. différence de la diffé- 
rence fécondé , ou bien la différence troifiéme à^PM. Et ainfi 
des autres. 

Avertissement, 

On marquera dans la fuite chaque différence par un nombre de 
d qui en exprime tordre ou le genre. Par éxemple, on marquera 
far dd la différence fécondé ou du fécond genre \ far ddd , la 
différence troifiéme ou du troifiéme genre ; parààdà, ladifféren- 
ce quatrième ou du quatrième genre > ^ de même des autres. 
oimfiAàq exprimera Hnj dddy, Lo — binon Hn — Loj^r. 
^uant aux fuiffances de ces différences, on les marquera fardes 
chiffres fofiérieursmis audeffus , comme l'on fait ordinairement 
celles des grandeurs entières, Paréxemple, le quarré, ou le cube 
deàg fera dy‘, ou dy’j le quarré , ou le cube de ddy fera ddy 0» 
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ddy’} celui de dddy fera dddy‘, ou dddy’j celui de ddddy 
fera ddddy‘, ou ddddy*, 

Corollaire I. 

6t. S 1 l’on nomme chacune âçsco\i^éc%AP,^p.,/lqyAf 
X > chacune des appliquées PJlf, pm, qn^ fo^yièc chacune 
des portions courbesy^ A/, /4m^y4n,Ao,ui il eft clair que dx 
exprimera lesdifFérences Pp^pq ^ ^/des coupées j dy lesdif- 
férences Rm,S»y T'o des appliquées j Si. du lesdimrrences 
Afm^ mn, no des portions de la courbe AMD. Or afin de 
prendre, paréxemple, la différence fécondé Hn delà va- 
riable PMy il faut imaginer fur l’axe deux petites parties ^ 
Fp, pq & fur la courbe deux autres Mm, mn pour avoir les 
deuxdifFérences^wj, ,'a j Repartant fi l’on fuppofe que les 
petites parties Pp,pq foient égales entr’elles j il efl clair que 
dx fera confiante par rapport i dySiidu, puifque Pp qui 
devient pq demeure la meme pendant que qui devient 
Sn,Si Mmc^\\\ devient »j», varient. On pourroit fuppofer 
que les petites parties de la courbe Mm, mn feroient éga- 
les entr’elles, & alors du feroit confiante par rapport â dx 
Scidyi & enfin fi l’on fuppofoit queiîaj & Sn fuflènt éga- 
les , dy feroit confiante par rapport kdx Siidu,Si(a. dif- 
férence feroit nulle. 

De même pour prendre la différence troifiéme de PM, 
ou la différence de la différence fécondé Hn, il faut ima- 
giner fur l’axe trois petites parties fur la courbe 
trois autres Mm, mn, «0 ; & fur les appliquées auffi trois au- 
tres Rm, Sn,To ,& alors on aura dx ou du ou dy pour con- 
fiante, félon qu’on fuppoferaquelespetiresparties/’/>,/>f, 
f/^ou Mm,mn, no, ou Jî»j,5«,7’0 font égales entr’elles. lien 
efl de même des différences quatrièmes, cinquièmes, &c. 

FJ6.47, Tout ceci fe doit auffi entendre des courbes./^ A/ Z), dont 
les appliquées partent toutes d’un point fixe. 5 j 

car pour avoir, par éxemple, la différence fécondé de BM, 
il faut ipiaginer deux autres appliquées Bm, Bn(\m fafïènt 

desangles infiniment petits, & ayant décrit du 

centre B les petits arcs de cercle MR , wS J la différence 

des 
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' des petites droites 5», fera la difFcrence fécondé àcBM-, 
fiePon pourra prendre pour confiants les petits arcs jV/i?, 
iwj, ou les petites portions de la courbeJV/iw, ?w», ou enfin 
les petites droites Rm, Sn. Il en va de meme pour les difFc- 
rences troifiémes , quatrièmes , &c. de l’appliquée SM. . 

R E M A R QJU E. 

63- O N doit bien remarquer, 1°. Qii’il y a difFcrcnsor- Fie. 4<r. 
dres d’infiniment petits : que Rm, par exemple, eft infini, 
ment petite par rapport à PM^ 8c infiniment grande par 
rapport à Hn J de môme que l’efpace MPpm eft infiniment 
petit par rapport à l’efpace APM, 8: infiniment grand 
par rapport au triangle MRm. 

1°. Que la différence entière /y eft encore infiniment 

f ietite par rapport à pareeque toute quantité qui eft 

a fomme d’un nombre fini de quantités infiniment peti- 
tes telles que Pp, pq, qf par rapport à une autre AP, de- 
meure toujours infiniment petite par rapport à cette mê- 
me quantité : 8c qu’afin qu’elle devienne du meme ordre, 
il faut que le nombre des quantités de l’ordre inferieur 
qui la compofe, foie infini. 

Corollaire II. 

<34. On peut marquer en cette forte les différences fé- 
condes dans toutes les fuppofitions poflîbles. 

1°. Dans les courbes où les appliquées mR, nS font pa- Fia. 4S. 
ralleles entr’elles, on prolongera la petite droite Mm en 4 ?- 
H où elle rencontre l’appliquée Sn i 8c ayant décrit du 
centrew, de l’intervalle »;«, l’arc nk, on tirera les petites 
droites «/, //, parallèles à W 5 8c à Sn. Cela pofé , fi l’on 
veut que dx fbit confiante, c’eft .à dire que MR foit éga- 
le à il eft clair que le triangle eft femblable 8c 
égal au triangle MRm, 8c qu’ainfi Hn eft ddy, c’eft à dire 
la différence de Rm Sc Sn, &LHk-=ddu. Mais fi l’on fup- 
pofe que du foit confiante, c’eft à dire que Mm = m 7 i 
OM imk . il eft évident alors que le triapgîe mgk eft fem- 
blablc 8c égal au triangle MRm , 8c qu’ainfi kc = ddy , 8c 
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Sg ou ctt — ddx. Enfin fi l’on prend dy pour confiante , 
c’cfi à dire mR = nS, il s’enfuit que le triangle mil eft 
égal & fcmblable au triangle MRm^ & qu’ainfi /J ou ni 
= ddx ^ lk = ddu. 

Fio. JO. ji. 1 ”. Dans les cou rbes dont les appliquées BM^ Bm, Bn par- 
tent d’un même point B., l’on décrira du centre B les arcs 
*j4rt.y MR, mS, que l’on regardera* comme de petites droites 
perpendiculaires fur^/w, Bni Je ayant prolonge Mm en E, 
6c décrit du centre m, de l’intervalle otm, le petit arc nkE, 
on fera l’angle EmH— mBn, 6c l’on tirera les petites droi- 
tes «/, U, kig parallèles à OTd' 6c iSn. Celapolé, àcaule du 
triangle B^m rcélangle en S, l’angle BmS mBn, ou 
£m//vaut un droit, 6c partant l’angle //»?£ vaut un droit 

SmHix\ vautaulfi le droit puifqu’il efi 

externe au triangle liMm. Donc l’angle SmH = RMm. 

Il fuit de ceci, 1 °. Que fi l’on veut que dx foit confiante, 
c’efi à dire que les petits arcs MR, mS /oient égaux en- 
tr’eux, le triangle SmH fera lèmblable 6c égal au triangle 
RMm , 5c qu’ainfi Hn = ddy , 6c Hk = ddü. i . Que fi 
l’on prend du pour confiante , le triangle gmk lera fembla- 
blc5cégal au triangle /CMw, 6c qu’ainfi ^ exprimera 
6c îg ou en, ddx. Enfin, j®. Que fi l’on prend dy pour con- 
fiante, les triangles iml, RMm feront égaux & lembla- 
blesj 5c qu’ainfi iS ou In = ddx, Si.lk = ddu. 

Proposition I. 

Problème. 

Prendre la différence et une quantité compofèe eie 
différences quelconques. 

On prendra pour confiante la différence que l’on vou- 
dra, 6c traittant les autres comme des quantités varia- 
bles , on fe fervira des réglés preferites dans la Seclion 
première. 

La différence de-^, en prenant dx pour confiante^ 
fera en prenant^pour confiante. 
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Celle de , en prenant dx pour confiante, fera 

tout divifé o^rdx, c’eft à dire 

^ •' Ydx'^dy' 

di.ix'-A-dtiy^iiyddy . ^ prenant <^pour confiante , clic 

dxYdx^^dy‘: ^ 

fera dx^x'^fîx '- •+■ dy'’ — t^dxy/dx'->r dy'- ^ le tout 

I- ■/•' J 1 » n. ' J- « dxdx ^Jrdx.dxdy^—KdyUix 

divife dx , c eft â dire Ux^-Yiîx^-^ 

La différence de en prenant dx pour con- 

fiante, fera dy"- yddyV dx" -t- dy' — yjir^^ ’ 
vifé par dx' dy\ c’efl à 5 & en 

prenant dy pour confiante, elle fera — 

^ _5 

. f/T' 1 dx‘- -f- dy‘-ydx^-i* dy‘ dx--^dyi- >■ 

Ladjffcrencede zéin^ jdy ■^°'^ -dxd^ÿ ,enpre- 

, n r — idxdyddy^dx'^ -i- dy^ i dxddiydx^ \ 

Bant dx pour confiante, fera — ^ di^ji 

Mais il faut obferver que dans ce dernier cas il n’efl 
pas libre deprendre^/^pour confiante, car dans cette fup- 
pofition fa différence ddy feroit nulle j & par conféquenc 
elle ne devroit pas fe rencontrer dans la q^uantité-propo- 
fée. 

De' FINITION IL 




Lorfqu’une ligne courbe x4FK efl en partie concave 
£c en partie convexe vers une ligne droite ou vers 5+«55~ 
un point fixe Bi le point F qui fépare la partie concave 
de la convexe, & qui par conféquent efl la fin de l’une 
& le commencement de l’autte, efl appelle point A'itiflé- 
xion^ lorfque la courbe étant parvenue en F continue fon 
chemin vers le même côçé : & point de relmuffcmcnt lors 
qu’elle rebroulTc chemin du côté de fon origine. 


Hii 
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Proposition II. 

, Problème gcne'ral. 

La nature de la ligne courbe AFK étant donnée , déter- 
miner le point et infléxion ou de rehrouffement F. 

Fie. JZ.55. Supofonsen premier lieu que la ligne courbe AFK air 
pour diamerre une ligne droice./^.fi,&: que lès appliquées 
FMy EF, Sec, foienc toutes parallèles entr’elles. Si l’on me- 
né par le point l’appliquée avec la tangente & 
par un point quelconque Ad de la partie AF, une appli- 
quée AdF avec une tangente AdF : il eft clair, 

1°. Dans les courbes qui ont un point d’infléxion , que 
la coupée .^/'croiHànccontinuellement , la partie .^ 7 " du 
diamètre, interceptée entre l’origine desx&c la rencontre 
delà tangente, croît aulTijulqu’à ce que le point F tom- 
be en £, après quoi elle va en diminuant ; d’où l’on voit 
que AT étant appliqué^en P, doit devenir un plus grand 
AL lorlqueJe point P tombe fur le point cherché E. 

2°. Dans celles qui ont un point de rebrouflèment, que 
la partie AT croilîànt continuellement, la coupée AP 
croît aufli jufqu’à ce que le point T tombe en Z, après quoi 
' elle va en diminuant j d’où l’on voit que AP étant appli- 
quée en 7 ’doit devenir un plus grand AE lorfque le point 
Z tombe en Z. 

Or fi l’on nommey^£,jkr if i^,^jron tsxsx^AL—^-^ — x, 
dont la différence , qui eft — dx (en fupo/anc 

dx conftante ) , étant divifee par dx différence de AE, doit 
* Art. 47. être* nulle ou infinie j ce qui donne — = o ou à l’in- 
fini : de forte que multipliant par Si divifant par — /, 

il vient ddy=o ou à l’infini ; ce qui fèrvira dans la fuite de 
formule générale pour trouver le point d’infléxion ou 
de rebrouflèment F. Car la nature de la courbe AFK 
étant donnée , l’on aura une valeur de en j & pre- 
nant la différence de cette valeur, en fuppofanti/x con- 
ftante, on trouvera une valeur de ddy en dx'’, laquelle 
étant égalée d’abord à zéro , & enfuite à l’infini , fervira 
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dans l’une ou l’autre de ces fuppofitions à trouver pour 
une valeur telle que l’appliquée EF aille couper la 
courbe au point d’inflexion ou de rebrouflement F. 

L’origine A des x peut être tellement ficué que AL = » 

— aulieude^ — x , & <\nçAL o\iAE Ibit un moin- 

dre au lieu d’être un plus grand; mais comme la conféquen- 
ce eft toujours la même , & que cela ne peut faire aucune 
difEculté, je ne m’y arrêterai pas. Il eft à remarquer que 
AL ne peut jamais être = x ^ , car lorlque le point T 

tombe de l’autre côté du point/*, par rapport à l’origine 
'A des j: , la valeur de ^ fera négative fuivant l’article lo, 

& par conlcquent celle de — fera polîtive , de Ibrte 
qu’on aura encore en ce cas AE EL .on AL=x — 

La même chofefe peut encore trouver de cette autre ma- 
niére. Il eft clair qu’en prenant /jcpour conftantc, & fuppo- Fic. 4 S.+ 9 . 
fant que l’appliquée/ augmente, Sn eft moind re que S H on 
queiîm dans la partie concave, & plusgrande dans la conve- 
xe. D’où l’on voit que la valeur de Hn{ddy ) doit devenir de 
pofitive négative fous le point d’infléxion ou de rebroullè- 
ment/iêc partant* qu’elle y doit être ou nulle ou infinie. *Art. 47 . 

Suppofons en fécond lieu que la courbe AF K ait pour ap- fig. 54 . jy. 
pliquées les droites BM^ BF,BMy qui partent toutes d’un 
même point .5. Si l’on mene telle appliquée.SiV/qu’on vou- Fie. 5 ^. 57 . 
dra, avec une tangente MT qui rencontre .57* perpendi- 
culaire kBM 3 lo point 7*i & qu’ayant pris le point m infi- 
niment près de JW, l’on tire l’appliquée Bm, la tangente wr, 

& la perpendiculaire Bt fur Bm^ qui rencontre MT en 0 j il 
eft vifible (enfuppofant que l’appliquée BM, qui devient 
Bm, augmente) que dans la partie concave,.Srfurpaire.fiO, 

& qu’au contraire elle eft moindre dans la partie convexe j 
de forte que fous le point d’infléxion ou de rebrouflement 
F, la valeur de Or doit devenir de pofitive négative. 

Cela pofé, fi l’on décrit du centre les petits arcs de Fig. 
cercle A/iî,7'77,on formera les triangles femblableswiR A/, 

MBT, 7*7/0, Scies petits fédeurs femblables.ff A/.R, BTH. 

Nommant donc BM,y ; MB, dx i l’on aura mB (dy) . BM 

Hiij 
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(dx) : : BM(y ) . ^ ; MR (dx) .TH : : TH 

(^).HO—^,. Or fi l’on prend la différence de ^ 7 " 
en fuppofant </x conffante, il vient Bt — BT ou Ht = 
partant OH-*-Htou Ot —diL±jL£!lp2diAdI. 
D’oiiilfuit en multipliant par &.divifaht par dx, que 
la valeur de ‘dx^ -i- dy' — yddy fera nulle ou infinie fous le 

{ •oint d’inflexion ou de rebrouflement F. Or la nature de 
a ligne étant donnée, l’on aura des valeurs de^^ en 
, & de ddy en dx'\ leiquclles étant fubftituées dans dx'" 
• 4 - dy' — yddy y formeront une quantité , qui étant égalée 
d’abord à zéro, & enfuite à l’infini, iervira à trouver pour 
B F une valeur telle que décrivant du centre By & de ce 
rayon un cercle, il coupera la courbe au point d’in- 
flexion ou de rebrouflement F. Ce qui étoit propoié. 

Tro, JO. ji. Pour trouver encore la meme choie d’une autre manière, 
il faut confidérer que dans la partie concave l’angle BmE 
furpaflê l’angle Bmriy & qu’au contraire dans la convexe il 
Fig. jo. efl: moindre j&partant que l’angle BmE — Bmn ou Emriy 
c’eft à dire l’arc En qui en eft la mefure , devient de pofitif 
négatif ibus le point cherché F. Or prenant pour con- 
ftantc, les triangles réélangles femblables HmSy Hnky 
donneront Hm(du ) . 7 nS (dx) : : Hn (— ddy) .r.k=-~ . 

ou l’on doit obièrver que la valeur de Hn eft négative , 
pareeque Bm (y) croiflânr, Rm (dy) diminue. Mais à caufe 
des fccleurs femblables BmSymEk, l'on aura Bm (y) . mS 
(dx) : : fttE (du ) . Ek = , & p.irtant Ek-^ kn o\x En — 

Fie. j4. 55. ■ D'où il fuit en multipliant yduy & divi- 

iànt par dxy que du'' — yddy ou dx’' ■+■ dy’’ — yddy doit de- 
venir de pofitive, négative fous le point cherché F. 

Si l’on fuppole que^ devienne infinie, les termes 
’ & dy' feront nuis par rapport au terme^i^^^ > & par confé- 

quent la formule dx'' dy' — yddy = 0 ou à l’infini, /è 
changera en cette autre — yddy t= o ou à l’infini , c’eft à 
dire en divifant par — y, ddy = <7 ou à l’infini , qui eft la 
formule du premier cas. Ce cjuidoit auffi arriver, puifque 
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DES Infiniment Petits. 1 . Part. 6 } 
les appliquées . 5 ££, BM deviennent alors parallèles. 

CoKOLLAIRE. 

67. Lorsqjje ddy =0, il eft clair que la difFérence Fie, 51. 
de AL doit être nulle par rapport à celle de AE ; 6c par- 
tant que les deux tangentes infiniment proches EL,fL doi- 
vent tomber l’une fur l’autre, en ne faifânt qu’une iêule li- 
gne droite /ÎFZ Mais lorfquCi/(^ = à l’infini , la difFérence Fi*,jj. 
de Al doit être Infiniment grande par rapport d celle de 
AEy ou { ce qui eft la même choie ) la difFérence AqAE 
eft infiniment petite par rapporta celle cle^VZ îêcpar con- 
féquent l’on peut mener par le même point F deux tan- 
gentes FLy El qui failent entf’elles un angle infiniment 
petit LfI. 

De même lorfque</x*-*-<^‘ — yddy=o, il eft vifible que Fig. j<î. 57. 
Or doit devenir nulle par rapport 6c qu’ainfi les deux 

tangentes infiniment proches jV/Z, wr, doivent tomber 
l’une fur l’autre, lorlque lepointilf devient un point d’in- 
flexion ou de rcbrouilèment : mais au contraire lorfque 
dy- — yddy = i l’infini, Ot doit être infinie par rap- 
port à MR , ou ( ce qui eft la même chofe ) MR infini- 
ment petite par rapport â 0r> 8c par conféquent le point» 
doit tomber fur le point M , c’eft à dire qu’on peut me- 
ner par le même point M deux tangentes qui faftent en- 
tr’elles un angle infiniment petit, lorfque ce point devient 
un point d’infléxion ou de rebrouflèment. 

Il eft évident que la tangence au point d’infléxion ou 
de rebrouflèment F, étant prolongée, couche 6c coupe 
la courbe dans ce même point. 

Exemple I- 

^8. Soit une ligne courbe AFK qui ait pour diame- Fie. 58. 
tre la ligne droite AB s 6c qui fbit telle que la relation de 
la coupee AE (x) à l’appliquée EF (y), toit exprimée par 
Vce[Màt\onaxx = xvy^aay. Il s’agit de trouver pour>^£ 
une valeur telle que l’appliquée ZF rencontre la courbe 
AFK au point d’infléxion F. 
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L’équation à la courbe 8£ partant tfy 

= & prenant la différence de cette quantité en 


Tuppofant dx confiante , & l’égalant enfuite à zéro, on 
trouve ^ ^ ; ce qui muU 


tiplié par xx h- & divifé par 2a'dx^ a xx aa, donne 
xx-t~ aa — ^xx= o, d’où l'on tire fxj = a V'-j-. 

Si l’on met à la place de xx fa valeur ^aa dans l’équa- 
tion à la courbe^ = , on trouve EF (y) r=^a\ de 

forte qu’on peut déterminer le point d’inflexion F fans 
fuppofer que la courbe AF K foit décrire. 

Si l’on mene AC parallèle aux appliquées EEy & éga- 
le à la droite donnée & qu’on tire CG parallèle à AB y 
elle fera afymptote de la courbe Car fi l’on fiippo- 
le X infinie , on pourra prendre xx pour xx ax i Sc par- 
tant l’équation à la courbe^ ^ changera en 

celle-ci y = a. 


Exemple II. 


^9* So»T^ — a=x — rfL Donc^^ = -j-x — a ^dxy 

y. 

icddyz=^ — -~x — a ^ dx' = prenant dx 

pour confiante. Or fi l’on fuppofe cette fraélion égale à 
zéro, on trouve — 6dx^=: o > ce qui nefaifânt rien con- 
noître, il la faut fuppofer infiniment grande ; &par con- 
féquentfon dénominateur 2 y^x — a' infiniment petit ou 
zéro. D’où l’inconnue AE ( .*) = a. 

Exemple* III. 

lie. yp. yo. S OIT une demi roulette allongée AFK dont la bafê- 
B K furpafic lademi-circonférenceWDFdu cercle généra- 
teur qui a pour centre le point C. Il s’agit de déterminer 

fur 
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/ur le diamètre AB, le point £, en forte que l’appliquée BP 
aille rencontrer la roulette au point d’inflexion P. 

Ayant nomraéles connues Z) ic-, 8c 
les inconnues AB , x ; BD, m ; l’arc AD , u ; BF, y J l’on 
aura par la propriété de la roulette^ = ;^-+- ^ > & par- 
tant dy~dx^-^^. Or par la propriété du ccr«leronaura 

t^'^2cx — XX, dz= 8c du (y/ dx'-r-dT^) = 

Donc mettant pour d^8c du leurs valeurs, on trouve dy 
_ bidx ^ diffcrenceCen prenaht dx pour 

confiante ) donne - — = oj d’où l’on tire AE 

fxj = C -t- y , 8i CE =Y • 

Il cft clair qu’afin qu’il y ait un point d’inflexion £, il 
faut que^ furpallè^« j car s’il étoit moindre, CB furpaflè- 
roit CB.^ 

Exemple IV. 

7‘0 N demande le point d’infléxion F de la Con- Fie. tfo. 
choïde..^/■/CdeiV/r^>/w^'/£■, laquelle a pour pôle le point 
/’, & pour afymptote la droite £C. Sa propriété cft telle 
qu’ayant mené du pôle /> à un de fes points quelconques 
F la droite PF, qui rencontre l’afymptote BC en Dî la 
partie Z)£e(l toujours égale à une même droite donnée 
Ayant mené perpendiculaire, &££paralleleà.^C, 

on nommera les connues .^.5 ou /"D,-# 5 B P, b’, 8c les in- 
connaesBE,x; EF,yi & tirant DZ parallèle â Jc$ 
triangles femblablcs DBF, PBF donneront DL (x). LF 
( Vaa — PB f b -i- x J . EF fyj = xx ^ 

dont la différence cft dy — f .._ * . si donc on 
prend la différence de cette quantité, 8c qu’on l’égale d 
zéro on formera l égalité ~t ~ ^ 

I 
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^ui fé réduit à x'‘ -^jbxx — zaab = o , dont l’une des ra- 
cines fournit pour BE la valeur cherchée. 

Si a = b^ l’cquation precedente fe changera en cette 
autre jaxx-^ 2 d' = «, laquelle étant d ivifée par x-»- 

don ne XX -i- zax — 2aa=si Sc partant BE (x) =z — x 
>/ ^au. 


Autrement. 

En prenînt pour appliquées les lignes PF qui partent 
'*Art. 66. du pôle P, & en fe fervant de la formule * yddy = dx* 
•+- dy, dans laquelle dx a été fuppofée confiante. Ayant 
imaginé une autre appliquée /yqui faflè avec PF l’angle 
A’/’/infiniment petit, & décrit du centre P les petits arcs 
FG, D/f, on nommera lesconnues.^.ff,<r j if 7^,^ j&les in- 
connues/* F,/» PDy^i & l’on aura par la propriété de 
la conchoïde/ = a , ce qui donne dy — d^^ Or à 
caufè du triangle rcélangleZ)/?/*, = ; &à 

caufe des triangles femblables DBP & dHD, PD H & 
PFG, l’on aura DB (^i^^pTb). BP (b) : .• dH (dtj . HD 


hx,dt, •^Mbdx. f-\i N II • / I z.dx^z.i, — bb 

= . D ou 1 on tire dr, ou dy 

donc la différence eft ( en fuppafant dx confiante ) ddy 


t5^ 


la bKi. — *!>' icAtilx 

»b'’y — bl> 


- züit* — X dx* 


R 




en met- 


tant pour t/s^fà valeur. Donc fi l'on fubflitue dans la 
* A-t. 66. formule générale *yddy = dx' dy' i\i place de y fa 
valeur a, & de & ddy les valeurs que l’on vient 
de trouver en dx & dx' ; on formera cette équation 


X,* ^ xaz.^ Mbbz. 'm.dx* x.^ xabbz. ^ ^^bb % dx^ . /• t% . « 

t=t^ quifcreduica 

bx. -+- Mb Mb ^ 

— jbbz ^ — abb = 0 , dont l’une des racines augmentée 
de a fournit la valeur de l’inconnue PF. 

Si a — by Von aura 2 %^ — — x' = o, qui étant divi- 
fée par z^-t~ <*, donne z 3 i — xz ^ — " = «> dont la réfolu- 
tion fournit PF ( = {a -*• 
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Exemple V. 


7^-S OIT une autre efpece de Conchoïde AFK^ telle Fio. 60 , 
qu’ayant mené d’un de les points quelconques F au pôle 
F la droite /'/■qui coupe l’afymptote FC en D, le rédan- 
gleFDx Dp foit toujours égal au meme rcdangle x 
B A. On demande le point d’inflexion F. 

Si l’on nomme les inconnues BE^ x j EF, y -, & les con- 
nues A B, U', BP, b j on aura PU x DF=ab •, ôc les paral- 
lèles BD, EF donneront/'i) x DF [ab) . PB x BE ( bx) 

: : ( bb 2bx xx yy ) . FÊ^ ( bb •4- zbx xx)- 

Donc bbx -I- zbxx x^ •¥> yyx.= abb -+- sabx •+• axx , ou 

yy = - Ü, hLy^rFr-xyf^ 


'■ y/ax — XX H- by/"—— , dont la différence donne 

— «ArVx -t-ix W.v -t- I l'/y 

-J oc prenant encore la différence, 


ixy»x — XX 


r 1, < %»»h —»»x — ^xtx X Jx' 

on forme 1 eeahte 

^ A»XX — * 


— 4A-I X Vax — ** 


■■O, qui fe réduit 


à X valeur de l’inconnue BE. 

Si l’on fait ~ »xJx ^ixxJx -t- <ibdx 

l’on aura xx — \ax ->r\ab = 0 , dont les deux racines 
* 5c • — y»» — fniirnillènt, lorfque a fur- 

palTe<?^, deux valeurs de ÆWôc^Z, telles que l’appliquée Fig. 6u 
HM eft moindre que fes voilînes, 5c l'appliquée Z iVplus 
grande , c’eft à dire que les tangentes en A/ 5c Z/ feront 
parallèles à l’axe AB > 5c alors le point E tombera entre 
les points H Sii. L. 

Mais lorfque = les lignes Z//, Z£,.BZ feront éga. Fig. Cx. 
les chacune à 5c alors la tangente au point d’infle- 
xion F fera parallèle à l’axe AB. Et enfin lorfque a eft 
moindre que ^b, les deux racines feront imaginaires^ 5c 
par conféquent il n’y aura aucune tangente qui puiflé être 
parallèle à l’axe. 

lij 
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On pourroit encore réfoudre cette queftion en prenant 
Fio.tfo, pour appliquées les lignes Pf, qui partent du pôle/*, 

' & en fe fervant de la (ormvAe yddy = dx'" -4- dy^, comme 

l’on a fait dans l’éxemple précédent. 

ExempleVI. 

Fio. tf}. S O iT un cercle ^ED qui ait pour centre le point 
B, avec une ligne courbe telle qu’ayant mené à dif. 
crétion le rayon le quarré de F£ foit égal au réclan- 
gle de l’arc par une droite donnée b. Il faut détermi- 
ner dans cette courbe le point d’infléxion F. 

Ayant nommé l’arc .^£ , iç ; le rayon B A BE ^ aiSc 

l’appliquée B F, y j on aura bz,—aa — zay -^-yy^ & 
nant les difFérences ) — dz^= Ee. Or à caufe 

des fédeurs femblables BEe , BFG, on fera BE (a) • BP 
(y ) :: Ee . FG fdxj dont la 

difFércnce, en fuppofant dx confiante, donne ^ydy^— 2 ady'- 

•+■ zyyddy — zayddy — o j & partant yddy = ^ ^ J . 

Si donc on fubftitue à la place de dx'’ Sc yddy leurs valeurs 
» Art. 66. en<^‘danslaformulegénérale’*^</«^=</x‘-4-<^‘,on forme- 

rarcquation— " i,abt 

qui fe réduit à ^y—r 2 a/-^i 2 .iaf—^'yy-^y‘iabby—za'bb 
= 0 , dont la rcfblution fournira pour i?£ la valeur cher- 
chée. , 

Il efl évident que la courbe .^£l<r,que l’on peut appel- 
lcr une Spirale parabolique ,ào\z avoirun point d’infléxion 
F. Car lacirconférence-^£D ne différant pas d’abord fen- 
fiblementde la tangente en A, il fuit de la nature de la 
parabole qu’elle doit d’abord être concave vers cette tan- 
genre, & qu’enfuite la courbure de la circonférence au- 
tour de Ton centre devenant fenfible, elle doit devenir con- 
cave vers ce centre. 
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Exemple VII. 

y 4* Soit une ligne courbe ^FK qui aie pour axe la Fic.^^.. 
droite ABy dont la propriété foit celle qu’ayant mené une 
tangente quelconque FB qui rencontre AB au point By 
la partie interceptée AB foit toujours â la tangente B F en 
railon donnée dew* à ». Il efl: queftion de déterminer le 
point de rebroulTcmcnt F. 

Ayant nommé les inconnues & variables AEyX-y EF y y î 
l'on aura EB~ — -^(pareequex croilTant, 9' diminue ) , 

F B y* . Or par la propriété de la courbe, AE 

■^EBo\xAB(’'-^L=^).BF^^^^^ Donc 

mvdx-f dy'- = 1^—„dxy & fa différence donne 
_ -H nx^dd;, - nxd,^ fuppofant dx conftantc & 

négative } d’o^ù l’on cire ddy = 

Maintenant fi l^on fait cette fraélion égale à zéro , on 
trouvera — ydx — xdy = oi ce qui ne fait rien connoî- 
trc. C’efl: pourquoi il faut fuppofer cette fraftion éga- 
le à l’infini , c’efl: à dire fon dénominateur égal à zéro j 

ce qui donne Vdx^:^ = ~ à caufe de 

l’équation d la courbe, d’où l’on tire ^Af= Or 

quarrant chaque membre de l’équation mydy=nx>/ ux ' -i-dy *, 

on trouve encore ^ = ^nnxÿ ~' ^^ ^* 

d’où l’on tire enfin^wj/« — nn — nxi ce qui donne cette 
conftruélion. 

Soit décrit du diamètre AD = »i, un demi-cercle AID} 

& ayant pris la corde D/=», foit tirée l’indéfinie y^/. Je 
dis qu’elle rencontrera la courbe AFK au point de re- 
brouflèment F. 

liij 
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Car ayant mené IH perpendiculaire à AB^ les triangles 
rciflangles femblables DJ A , IHA^ BEA donneront Dl 
(n) . lA(>/mm — nn ) JH. HA :: FE (y ) . EA (x) . 

6c partant — nn = nx qui ctoit le lieu à con- 

ftruire. 

Il eft clair que^i^eft parallèle à Z)/, puifquCy^^. BF 
:: AD {m) . DJ (n). d’où il fuit que l’angle AFB eft 
droit i & partant que les lignes AB, BF, BE font en pro- 
portion continue. 

On peut trouver cette même propriété fans aucun cal- 
* Art 67. cul ^ l'on imagine * au même point de rebrouflement F 
deux tangentes F B, F b qui fallènt cntr’elles un angle BFb 
infiniment petit. Car dcciivant du centre /^le petit arc 
BL, on aura;«.« :: Ab. bF :: AB , B F '.x A b — AB ou 
Bb . bF — BF on b L XX B F .BE.n caulè des triangles ré- 
iflangles femblables BbL, FBE. Donc, &c. 

Si = 7 ;, il eft évident que la droite AF deviendra 
perpendiculaire fur l’axe AB\ & qu’ainfi la tangente /".ff 
fera parallèle à cet axe; ce que l’on fçait d’ailleurs devoir 
arriver, puifqu’en ce cas la courbe doit être un demi- 
cercle qui ait fon diamètre perpendiculaire fur l’axe AB. 
Mais fi 771 étoit moindre que 71 , il cfl évident qu’il n’y au- 
roit aucun point de rebrouflèment , parcequ’alors l’équa- 
tion «x renfermeroit une contradiction. 
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Section V. 

du calcul des di^rences pour trouver ^ . 
les Développes. 

D E' F I N I T I O N. 

S I l’on conçoit qu'une ligne courbe quelconque BDF 6$. 

concave vers le môme côté , foit envelopcc ou en- 
touréed’un fîl ylBDF^ dont l’une des extrémités [oit fixe 
en /■, & l’autre foit tendue le long de la tangente B./4 , & 
que l’on fafié mouvoir l’extrémité.»^ en la tenant toujours 
rendue & en dévelopant continuellement la courbe .5 Z)/" ; 
il c(I clair que l’extrémité de ce fil décrira dans ce mou- 
vement une ligne courbe A H K. 

Cela pofé , la cou rbe.5I?i=’ fera nommioXo. Béveîople 
de la courbe AHK. 

Les parties droites AB., HD ,KF du fil ABDF feront 
nommées les rayons de la dcvelopér. 

Con.OLLAIRE I. 

75 - D £ ce que la longueur du fil ABDF demeure tou- 
jours la même, il fuit que la portion de courbe BD eft 
égale à la différence des rayons DH,BAcpi\ partent de 
fes extrémités j de même la portion DF fera égalé à la dif- 
férence des rayonsZ/C,Z)//i&la courbe entière 5Z)Z à 
la différence des rayons FK, SA. D’où l’on voit que fi le 
rayon B A de la courbe étoit nul, c’elt à dire que fi l’ex- 
trémité du fil tomboit fur l’origine B de la coutheBDF^ 
alors les rayons de la dévelopée DH. F K feroient égaux 
aux portions SDF de la courbe BDF. 

Corollaire II. 

7^’ Si l’on confidérela courbe .CDf comme un poligo- Fie. Ci, 
ne BCD EF d'une infinité de côtes ; il eft clair que l’extré- 
mité A du fil ABCDEF décrit le petit arc AG qui a pour 
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centre le point C, jufqu’à ce que ie rayon CG ne faflc plu* 
qu’une ligne droite avec le petit côté CD voifin de CJ5> 
&de meme qu’elle décrit le petit arc GW qui a pour cen- 
tre le point D, jufqu’à ce que le rayon DH ne fallè plus 
qu’une droite avec le petit côté DEi & ainfi de fuite juf- 
qu’à ce que la courbe BCDEF foie entièrement dévelo- 
péc. La courbe AHK peut être donc confidérée com- 
me l’aflcmblage d’une infinité de petits arcs de cercle 
GH, HJy JK, S<c. qui ont pour centre les pointsC, 
D, £, £, &c. D’où il fuir, 

i”. Qiie les rayons de la dévelopée la touchent con- 
tinuellement comme DH en D , KF en F, &c. Et qu’ils 
font tous perpendiculaires à la courbe qu’ils déerk 

vent, comme Z)W en H,FKenK,tcc. CarDW,paréxem- 
ple, eft perpendiculaire fur le petit arc GH & lur le pe- 
tit arc W/, puifqu’elle pafiè par leurs centres Z), E. D’où 
Fig. 6 y l’on voit, i°. que la dcvclopée BDF termine l’efpace où 
tombent toutes les perpendiculaires à la courbe ylHK. 
z°. Que fi l’on prolonge un rayon quelconque HD qui 
coupe le rayon ,iB en R, jufqu’à ce qu’il rencontre un 
autre rayon quelconque KF en 5, Fon pourra toujours 
mener de tous les points de la partie RS deux perpendi- 
culaires fur la courbe AH K, excepté du point touchant 
Z) duquel on n’en peut mener qu’une feule, fçavoir DH. 
Car il eft clair quel’interfedion R des ra'jonsA B,DH par- 
court tous les points delà partie RS, pendant que le rayon 
décrit par fon extrémité ^la ligne AHK fiir laquelle 
il eft continuellement perpendiculaire : & que les rayons 
AB, HD ne fe confondent que lorfque l’intcrfetUon R 
tombe fur le point touchant D. 

Fig. 66. i°. Que fi l’on prolonge les petits arcs HG en /, JH 

en m. Kl en w, &c. vers l’origine du dévelopemenr, 
chaque petit arc comme /W couchera en dehors fon voi- 
fin HG , parecque les rayons CA, DG, EH, FI vont tou- 
jours en augmentant, à mefure que les petits arcs qui com- 
pofent la courbe z/W/v, s’éloignent du pointé. Par la même 
raifon fi l’on prolonge les petits arcs AG eao, GH en />, 

HJ 
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ITl enf , vers le côte oppofé au point chaque petit 
arc comme HJ touchera en deffbus fon voifin IK. Or puifl 
que les points W&/, Z) peuvent être confid ères com- 
me tombant l’un fur l’autre â caule de l’infinie petitcliè 
tant de l’arc ///,que du côté DE j il s’enfuit que fi l’on 
décrit d’un point quelconque moyen D de la dévelopéc 
^DZ eomme centre, & de Ion rayon DHuncctt\cmHp^ 
il touchera en dehors la partie HA qui tombera toute 
entière au dedans de ce cercle, & en dedans de l’autre 
partie HK. qui tombera toute entière au dehors de ce 
même cercle : c’eft à dire qu’il touchera & coupera la- 
courbe AHK au même point H,de mêmeque la tangen- 
te au point d’infiéxion coupe la courbe dans ce point. 

3°. Le rayon HD du petit arc HG , ne différant des 
rayons CG, £H"des arcs voifins GA, HI, que d’une quan- 
tité infiniment^etiteCZ)ouZ)£; il s’enfuit que pour peu> 
qu’on diminue le rayon DH, il fera moindre que CG, & 
qu’ainfi fon cercle touchera en deflbus la partie HA -, & 
qu’au contraire pour peu qu’on l’augmente , il furpallèra 
ME, & qu’ainfi fon cercle touchera en dehors la partie 
MK ; de forte que le cercle mHp eft le plus petit de tous- 
ceux qui couchent en dehors la partie HA, & au contrai- 
re le plus grand de cous ceux qui touchent en dedans la 
partie H K : c’eft à dire qu’encre ce cercle Sc la courbe on- 
n’en peut faire pafièr aucun autre. 

4®. Comme la courbure des cercles augmente d pro- 
portion que leurs rayons diminuent , il s’enfuit que la- 
courbure du petit arc Z/y fera à la courbure du petit arc 
AG réciproquement comme le rayon B A ou CA de ce 
dernier eft à fon rayon DW ou ££/; c’eft à dire que la cour- 
bure en H de la courbe AHK fera à fa courbu re en.^ com- 
me le rayon B A au rayon DH-, & de môme que la cour- 
bure enic eft à la courbure en W comme le rayon D//eft 
au rayon EK. D’où l’on voir que la courbure de la ligne* 
AHK diminue continuellement à mefure que la ligne* 
BDF(c dévelopc j de forte qu’au point où commence* 

ledévclopement, clic eft la plus grande qu’il eft poffible5 

K 
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Sc au point 2C, où je fuppofe qu’il ceflè, la plus petite. 

5°. Que les points de la dévelopée ne font autre chofc 
que le concours des perpendiculaires menées par les ex* 
trémites des petits arcs qui compolènt la courbe A H K- 
Par exemple , le point D ou £ eft le concours des perpen- 
diculaires /£du petit arc HJ\ de forte que fi la cour- 
be eft donnée avec lapofition d’une de fes perpendi- 
culaires pour trouver le point Z) ou £ , où elle tou- 
che la dévelopée, il ne faut que chercher le point de 
concours des perpendiculaires infiniment proches HD^ 
7 £ ; c’eft ce qu’on vaenfeigner dans le Problème qui fuit. 

Proposition I. 

Problème ge'ne'ral. 

Fie. 67. y 7* nature de la ligne courbe cfant donnée avec 

une de fes perpendiculaires quelconque MC j déterminer la lon- 
gueur du rayon M C /U dévelopée : c' e/l à dire le concours 
des perpendiculaires infiniment proches MC, mC. 

Suppolbnsen premier lieu que la ligne courbe ait 

pour axe la ligne droite AB fur laquelle les appliquées 
y^A/foient perpendiculaires. On imaginera une autre ap- 
pliquée qui fera infiniment proche de MP > puifque 
le point m eft luppolé infiniment près de M. On mène- 
ra par le point de concours C une parallèle CE à l’axe AB, 
laquelle rencontre les appliquées MP, mp aux points £, e. 
Enfin menant MR. parallèle à AB, on formera les trian- 
gles rctftangles femblables MRm, MEC i car les angles 
EMR, étant droits, & l’angle CiW£ leur étant 

commun, l’angle EMC lcra égal à l’angle RMm. 

Si donc l’on nomme les données AP, x j PM, y > l’in- 
connue ME, j; ; l’on aura £r ou Pp ou MR — d.<, Rrn = dy 
=-dz, , Mm — y/dx'’-*- dy' ; & MR (dx) . Mm ( /dx'- dy" ) 
::ME (xJ • MC = . Or le point C étant le cen- 

tre du petit ATcMm , fon rayon CAf qui devient Cw» lorf 
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que augmente tic fa différence Rm, demeure le même. 

Sa différence fera donc nulle : ce qui donne ( en fuppo- 

fant conffante ) = 0 j d’ou Ion tire 

‘ élxydx’-’^aj/’- 

me M = g" mettant pour fa. 

valeur djf. 

Suppofons en fécond lieu que les appliquées.^ A/, .ffwj Fie. 68. 
partent toutes d’un même point .S. Ayant mené du point 
cherché C fur les appliquées, que je fuppofe infiniment 
proches, les perpendiculaires C£, Cr, & décrit du centre 
B le petit arc MR\on formera les triangles réélangles 
fiimh\ah\(i%RMm^EMC>BMR,BEG^CeG. Ceftpour- 
quoi nommant .5 A/,/ î A/£, zj MRydxi on aura Rm 

= Mm = Vdlv* -+■ dfy C£ ou Ce = ~ , & MC 
= On trouvera enfuitc, comme dans le pre- 


mier cas, • Or BM (y) . Ce (^) MR 


'(dx ) . Ge = ^ & wr — ou Rm— Ge — dz 

Donc en mettant cette valeur à la place de</;^, l’on aura 

^ I ^ dx<--^ — }ddj 


Si l’on fuppofe que^ foie infinie, les termes dx^ & dy^ 
feront nuis par rapport àyddyi & par conféquent cette 
derniere formule le changera en celle du cas précédent. 
Ce qui doit aulTî arriver; puifque les appliquées devien- 
nent alors parallèles entr’elles, &que l’arc MR devient 
une droite perpendiculaire fur les appliquées. 

Maintenant la nature de la coMvhcJiMD étant donnée, 
on trouvera des valeurs de dy’’ & ddy en dx'’, ou de dx' & 
ddy en dy , lefquelles étant lubftituées dans les formules 
précédentes , donneront pour ME une valeur délivrée des 
différences, & entièrement connue. Et menant EC perpen- 
diculaire fur ME , elle ira couper AfC perpendiculaire à 
la courbe, au point cherché C. Ce qui ctoit propofe. 


Kij 
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COAOLLAIRE I. 

Tia, 67 .cz. 7 ^* A caufedes triangles rë«aanglesfemblablesAfJî»j& 
MEC, Von aura dans le premier cas 
& dans le fécond cas iv/C=-#^3pi:^EE5!. 

dx^ -f dxdji>-^jféxàdjf • 

R E M A A QJJ E, 

79* î L y a encore pluHeurs autres manières de trouver 
les rayons de la dévelopée. J’en mettrai ici une partie, 
afin de donner différentes ouvertures à ceux qui ne poffe- 
dent pas encore ce calcul. 

Premier cas four les courbes dont les appliquées font 
perpendiculaires à taxe. 

V 1 &. 67 . Première manière. Soir prolongée MR en G où elle 
rencontre la perpendiculaire mC. Les angles droits 
A/«Gdonneront .RG= ^ } &par confèquentAfG 

~ "àî triangles femblables MRm, 

les points q marquent les interiêâions des 
perpendiculaires infiniment proches MC, mC avec l’axe 

AB) il vient i & partant 

A£l=x-^^-^-, dont la différence donne ( en prenant dx 

pour conftante) Q,q=dx^^d^::!^^^icicz\ikdostt\iri- 

gles femblables CMC.Cil^, l’on a\jT 3 LMG—Qq(=^ ). MG 

.... . MC = 

Seconde manière. Ayant décrit du centre C le petit 
arc (2P, les petits triangles rèdangles^Oy, MRm feront 
femblables , puifque Mm,^S<.MR,(iqk^ni parallèles 5 

& partant Mm MR (dxj:: 

£0 = , Or les fècteurs (cmblables CMm, 
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■C^O donnent A7»* — . um {Vdx'^ -t- <^‘)- 


Md f- 


_ dx- -¥■ d^Vdx^-X-dy^ 

— — 7 ::- — Aie • 


"3i 

Troificme maniéré. Menant les tangentes infiniment 

proches ATT, mt, on aura PT — AP ou AT =-^ — 
dont la différence donne 7 '/= — & décrivant du 
centre tn le petit arc TH^ on formera le triangle réclan- 
gle7/7’rfèmblableà.R»zA7, car les angles HtT, RMmo^x 
PT Af (ont égaux, ne différant entr’eux que de l ’angle Tm t 

qui eft infiniment petit 5 ce qui donne Mm { >/dx^ •^dy'')^ 
mR(iy) Or lerfc. 

éleurs7’OT/7,il/C»» font fêmblables,car rangleT’wr-'-AfwC 
vaut un droit, & l’angle MmC MCm vaut auflî un droit 
à caufè du triangle CMm confiderc comme récTangle en 


JW. Donc r/i ( _ . Mm (^â.' * d,‘) : Tm 

ou TM ) . MC= 

Quatrième manière. On marquera * les difFcrencesfè- *Art. 64. 
condes en prenant dx pour confiante -, & les triangles rc- Fig. 69* 
èlangles femblables HmS , Hnk donneront Hm ou il7»i 

( •¥■ dy'" ] , mS ou MR ( dx ) Hn ( — ddy ) . nk 


— — Or l’angle kmn efl: égal à celui que font 

cntr’elles les tangentes aux points partant com. 

me l’on vient de prouver , égal à l’angle MCm j d’où il fuit 
que les fédeurs rmk^MCm font femblables, & qu’ainfi nk 

( — ) - mk ou * Mm ( Vdx’- -t- dy'’ ) Mm *Art.i. 

(y/dx^-i-df). On prend mH 

ou Mm pourw/6, parcequ’elles ne différent entr’elles que 
de la petite droite Hk infiniment moindre qu’elles ; de 
,mcme que Hn eft infiniment moindre que Rm ou Sn. 

K iij 
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Second cas four les courbes dont les appliquées fartent 
£un même point fixe. 

Fit. 6 %. Première manière. Ayant mené du point fixe B les per- 
pendiculaires les rayons infini ment proches CM, 

Cmi les triangles rèdangles mMR,BMF, qui font fembla- 
bles (puiiqu’ajoûtant aux angles mMR.,BMF le même an- 
gle/'A/.^jilscompofent chacun un angle droit), donneront 


MF ou MH= & BF= -= J l —, dont la difFc- 

rence(cn prenant dx pour confiante) efi.fi/' — B F ou Flf 

dx^dy^ -^dy^-^yd.x^ddv . . . 

~ ^ cauiê des fècleurs femblables 

CMm, CH/, on forme cette proportion Mm — Hf. Mm 

MH. MC, ^partant MC= ’]^X^/W 
*art,<t. Seconde manière. On marquera* les différences iêcon- 
Fic, 70. des en fuppofânt dx confiante; & lesfècleurs femblables 

.fimS, donneront fi»j^^. mS (dxj ;; mE(^dx’--<rdy'-) . 

Or à caufê des triangles rèèfanglcs 
femblables HmS, Hnk, l’on aura Hmoa Mm fVdx^-t- dy’}. 
mS ou MR ( dx) ; : Hn^—ddv) .nk= n- 

dxf — yàxiiy ^ 

partant En — ^ prenant une troifiè- 

me proportionnelle à fi«, Emo\x Mm, les feefieurs fem- 
blables Emn, MCm donneront pour MC la même valeur 
qu’auparavant. 

Si 1 on nomme Mm [Vdx'^-*- dy’’), dui Sc qu’on pren- 
ne dy pour confiante au lieu de dx , on trouvera dans 
le premier cas AfC = & dans Je fécond MC 

' dxUià^. ^dyadx ’ cnfin fi 1 on prend du pour confian- 

te , il vient dans le premier cas MC = nu 
( parccquc la différence de dx'- h- dy'^^ du'- efi dxddx 
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• dyddy — o^Sc qu’ainfi ) • & dans le fécond , 


MC = 


ydxdu 


dx^-^ ydéy dxdy ^yndx * 


ydydst 


1 1 . 


COROLLAIRI 

Comme l’on ne trouve pour ME ou MC qu’une Fig. 71 . 
feule valeur, il s’enfuit qu’une ligne courbe .^7777) ne peut 
avoir qu’une feule dévelopée lîCG. 

Corollaire III. 

Si. Si la valeur de Af£ ) ou Fio.tf7-6*- 

eft pofitive, il faudra prendre le point E du meme cote 
de l’axe AB ou du point B, comme l’on a fuppofc en fai- 
fant le calcul j d’où l’on voit que la courbe fera alors con- 
cave vers cet axe ou ce point. Mais fi la valeur de ME 
eft négative , il faudra prendre le point E du côté oppo- 
fé ; d’où l’on voit que la courbe fera alors convexe. De 
forte qu’au point d’infléxion ou de rebrouflement qui fe- 
pare la partie concave de la convexe, la valeur de ME 
doit devenir de pofitive négative} & partant les perpen- 
diculaires infiniment proches ou contiguës doivent deve. 
nir de convergentes divergentes. Or cela ne fè peut fai- 
re qu’en deux manières. Car ou elles vont en croillànt â 
mefure qu’elles approchent du point d’mfléxion ou de 
rebrouflement; & il faudra pour lors qu’elles deviennent 
parallèles, c’eft à dire que le rayon de la dévelopée fbit in- 
fini: ou elles vont en diminuant; & il faudra néceflaire- 
ment alors qu’elles tombent l’une fur l’autre, c’eft à dire 
que le rayon de la dévelopée foit zéro. Tout ceci s’ac- 
corde parfaitement avec ce que l’on a démontré dans la 
fétftion précédente. 

R £ M A R QJJ E. 

Si. Comme l’on a cru jufqu’ici que le rayon de la 
dévelopée étoit toujours infiniment grand au point d’in- 
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flexion , il eft à propos de faire voir qu’il y a , pour ainfi 
dire, une infinité de genres de courbes qui ont toute* 
dans leur point d’inflexion le rayon de la dcvelopce égal 
â -zéro j au lieu qu’il n’y en a qu’un feul genre dans lequel 
ce rayon foit infini. 

Fic.71. Soit une des courbes qui ont dans leur point d’in- 
flexion A le rayon de la dcvelopée infini. Si l’on dcvelope 
les parties //y^,.^C,cncommen(jantau point /Viileftclair 
qu’on formera une ligne courbe DAE qui aura auiïï un 
point d’inflexion dans le même pointy^, mais dont le rayon 
de la dcvelopce en ce* point fera égal à zéro. Et fi l’on 
forrtioit de la même forte une troilîéme courbe par le 
dévelopement de la féconde DAE, 5 c une quatrième par 
le dévelopement de la troifiéme, 5c ainfi de fuite à l’in- 
fini ; il eft clair que le rayon de la dévelopce dans le point 
d’infléxion A de toutes ces courbes, Icroit toujours égal 
à zéro. Donc , &c. 

Proposition I !.. 

Problème. 

Fie. 71. 83. RO uv E R. dans Us courbes AMD, où taxe 

avec la tangente en A un angle droit , le point B où cet axe 
touche la dèvelopèe B CG. 

Si l’on fuppofe que le point iWdevienne infiniment près 
du fi>mmet A, il eft clair que la perpendiculaire Af .^ren- 
contrera l’axe au point cherché B jd’où il fuit qu« fi l’on 

cherche en général la valeur de PQ^{^} en x ou cn^ >, 

5 c qu’on faflé enfuite .w ou ^ = o , on déterminera le 
point P à tomber fur le point A, ôc le point fur le 
point cherché B î c’eft à dire que PQ^ deviendra alors 
égale à la cherchée AB. Ceci s’éclaircira par les éxem- 
pies qui fuivent. 

Exemple I. 

Fig. 71. 84.801 T la courbe AMD une Parabole qui ait pour 

para. 
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paramccre la droite donnée a. L'équation â la parabole 
eft donc la djlFcrence donne =-^ =-^j & 

prenant la diflfcrence de cette derniere équation, en fup- 
polant dx conllante,on trouve Subftituanc 

'' 4atV«x 

enfin ces valeurs i la place de & de ddy dans la formu- 
>' ““ *ME = V3S + iqn. 

Ce qui donne cette conftrudion. 

Soit menée par le point 7* où la tangente Af 7* rencon- 
tre l’axe , la ligne TE parallèle à. MC J je dis qu’elle ren- 
contre MP prolongée au point cherché E. Car les angles 
droits MPT, MTE donnent MP ('^âx). PT (2x) r. PT 
( 2x ) . PE — J & par conféquenc MP PE 


* Art. 77, 


: v'rfx 


\xV»X 


De plus à caulé des triangles rcélangles Ml^Q^MEC^ l’on 
aura PM(VTx) . PQ^ a) :: ME(>/ 7 i . EC ou PK 

= ^a^2x. & partant Ce qui donne cette 

nouvelle conftrudion. 


Soit prife double de AP y ou ( ce qui revient au 
même ) foit pnlë PK égale à & foie menée KC pa- 
rallèle à PM. Elle rencontrera la perpendiculaire AfC en 
un point C qui fera à la dévelopée ECG. 

Autre manière. = ax, & 2yiy— adx donc la différence 
(en fuppofant</x conllante) donne = e ; d’où 

l’on tire — ddy:=x^. Et mettant cette valeur dans la 

formule , on trou»e*A<£ j & partant •jin. 77. 

ic ou /-X = ^ P ou 

Ce qui donne les mêmes conftruéHons qu’aupara- 
vant.CarAfaP. PT::dy.dx;:PT(^) 

L 


/ 
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Pour trouver i préfenc le point B où l’axe touche 

la dcvelopée BCG. On a )=i^- comme 

cette quantité cft confiante , elle demeurera toûjours la 
meme en quelque endroit que fe trouve le point M. Et 
ainfi , lorfqu’il tombe fur le fommety/, l’on aura encore 
/’^qui devient en ce cas 

Pour trouver la nature de la dcvelopée BCG a la ma- 
nière de Defeartes. On nommera la coupée BKt»> 1 ^P* 
pliquée KCoa B E,r, d’où l’on aura CKftJ = — 7— 
Ce PK — y4S('u J=sxi menant donc pour x fa va- 
leur | a dans l’équation r = l’on çn formera une 

nouvelle 2/attc= i6u' qui exprimera la relation de SK à 
KC. D’où l’on voit que la dcvelopée BCG de la parabole 
ordinaire eft une féconde parabole cubique dont le para- 
métré efl égal i du paramétré de la parabole donnée. 

Fie. 75. Il eft vifîble que la dévelopée CBC de la parabole com- 
mune entière a deux parties C 5 ,i?Cqui ont leurs 

convexités oppofées l’une à l’autre , de forte qu’elles for- 
ment en B un point de rebrouficment. 

Avertissement. 

Fio. 7t. On entend far courbes géométriques AMD, BCG celles 

dont la relation des coupées AP, BK aux appliquées PM, KC, 
fe peut exprimer par une équation oà il ne fe rencontre point 
de différences i & on prend four géométrique tout ce qu'on 
peut faire par le moyen de ces lignes. L'on fuppefe ici que lei 
coupées ^ les appliquées feient des lignes droites. 

Corollaire. 

X.,oR.squE la courbe donnée AMD eft géométri- 
que , il eft clair que l’on pourra toûjours trouver ( comme 
dans cet éxemple ) une équation qui exprime la nature de 


I 
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la dcvelopce.5CGi,& qu’ainfi cette dcvelopée lêra auflî 
géométrique. Mais je dis de plus qu’elle fera rcdifiable, 
c’e(l-à-dire qu’on pourra trouver géométriquement des 
lignes droites égales à une de fes portions quelconque 
.5C> car il eft évident +que l’on déterminera avec le lècours 
de la ligne A/D, qui eft geométrique,fur la tangente CM 
delà portion.5C,un point A/ tel que la droite CA/ ne dif- 
férera de la portion BC que d’une droite donnée AB, 


Exemple II. 

Soit la courbe donnée MBM une hyperbole en- 
tre fes afymptotes, qui ait pour équation = 

= dx, & fuppolant tlx con- 


On aura — = x, 
y ’ 


— aaiy 


ftante * ^ ^ ; d’où Ton tire///=î^i& 

mettant cette valeur dans ^'^'^y? -, il vient* 

de forte que EC ou/’/C= — ^ Ce qui donne ces 

condruélions. « 

Soit menée par le point 7* où la tangente A/T* rencon- 
tre l’afymptote AB^ la ligne rS parallèle à A/C& qui ren- 
contre MP prolongée en 5 > foit prife ME égale â la 
moitié de MS de l’autre côté de l'aiy mptote ( que l’on re- 
garde ici comme l’axe) parccque fa valeur eft négative} 
ou bien Ibit prife P K égale à la moitié de 7*^ du même 
côté du point T: je dis que fi l’on mene EC parallèle ou 
KC perpendiculaire â l’axe > elles couperont la droite MC 
au point cherché C. Car il eft clair que MS =■ » 

&que 

Si l’on fait quelque attention fur la figure de l’hyper- 
bole A/DA/, on verra que fa dé velopéeCZCdoit avoir un 

f ioint de rebrouflèment Z, de même queladévclopée de 
a parabole. Pour le déterminer je remarque que le rayon 
DZ de la dévclopée eft plus petit que tout autre rayon 

Lij 


* Art. 75 . 


Fl 6. 74. 

* Art. I. 

* Art. 77. 


Digitized by Google 


84 Analtsï^ 

MC r, d’où il fuie que la différence de fon expreflion* 

*Stü. J. dx^^ày^VÀx^^iyi fera* nulle ou infinie. Ce 

— ixiiy —àxiiy 

qui donne , en prenant toujours dx pour conftame , 

^ ^dxdyddy^dx-^dy^ T ^ T ^ ^ 

dx^ddjf^ ' 

i 

divifant par dx‘'-*-dy'- *• , & multipliant enfuite par dxddy'., 
on tire cette équation dx^dddy dfd^ddy — jdyddy" = o 
ou CO , qui fervira à trouver pour x une valeur AH telle 
que menant l’appliquée /fZJfiç le rayon DZ de la dévelo. 
péc, le point Z fera le point de rebroufièment cherché. 
On a dans cet éxemple ^ ^ , dy =c. ddy 

x=î'-^^^^^dddy= ~***'^*' « C’eft pourquoi mettant ces va. 

leurs dans Téquation précédente, on trouve AH(x ) = a. 
D’où il fuit que le point D eft ie (bmmet de l’hyperbole, 
& que les lignes AD, DL ne font qu’une même droite /#Z 
qui en eft Taxe. 

Exemple irt. 

Fi«,71.74. 87 . Soit l’équation générale y”' :=x qui exprime la 
nature de toutes les paraboles à l’infini loriqueTexpofanc 
m marque un nombre pofitif entier ou rompu, & de toutes 
les hyperboles lorfqu’il marque un nombre négatif. 

On aura my'^~'dy~dx dont la différence donne, en 
prenant dx pour confiante, mm — mf~^df ^ my^~' 

ddy=;i 0 ',lçcn dijifiint par m)T “ il vient *= * 

*ArK 77 . d’où mettant cette valeur dans , on tirera ♦ 

= 7 ^*! J gç partant ECo\xPK= 

f» — 1 ^ 7 * m—idx m — idy ' 

Ce qui donne ces conftruébons générales. 

Soit menée par le point 7 " où la tangente A/ 7 * rencon- 
tre l’axe A/’, la ligne TS parallèle à MC & qui rencontre 
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MP prolongée au point S S foie prife ME = -^^MS , 
ou bien foit prife P K TQj il eft clair que fi l'on 

niene parle point £ une parallèle, ou parle point K une 
perpendiculaire à l'axe, elles rencontreront Ü/C au point 
cherché C. 

Si w eft négatif, comme il arrive dans les hyperboles. Fie. 74. 
la valeur de ME fera négative j & par confequent elles 
feront convexes vers leur axe qui fera alors une afympto- 
te. Mais dans les paraboles où m eft pofitif, il peut arri- 
ver deux cas. Car ou m fera, moindre que /, & alors elles Fio* 7 S* 
feront convexes du côté de leur axe , qui iera une tan- 
gente au fommet : ou m furpafiè & alors elles feront Fio. 714 
concaves vers leur axe qui fera perpendiculaire au fom - 
mec. 

Pour trouver dans ce dernier cas le point B où l’axe 
’AB touche la dévelopée. On a PQ^ > ce 

qui donne trois difFérens cas. Car ou m =. 2, ce qui n’arri- 
ve que dans la parabole ordinaire , & alors l’expolant àey 
étant nul, cette inconnue s’évanouit ; & par confequent 
AB 3= -J , c’eft-à-dire à la moitié du paramétré. Ou m eft 
moindre que 2 , & alors l'expofant de y étant pofitif, 
elle fe trouvera dans le numérateur , ce qui rend ( en l'é- 
galant ^ à zéro ) la fraftion nulle : c’eft-à-dire que le point Sf. 
B tombe en ce cas fur le point A comme dans la fécondé 
parabole cubique rfxx=^'. Ou enfin w furpafiè 2, & alors Fie. 7^* 
J’expofiiDC de y étant négatif, elle fera dans le dénomi- 
nateur, ce qui rend ( loriqu’ellc devient zéro ) la fraéüon 
infinie : c’eft-à-dire que le point eft infiniment éloigné 
du point A, ou ( ce qui eft la môme choie ) que l'axe AB 
eft afympcote de la dévelopée comme dans la première 
parabole cubique aax =a=y’. On peut remarquer dans ce Fie. 77. 
dernier cas que la dévelopée CLO de la demi- para- 
bole ABM a un point de rebrouffement L 5 de forte 
que par le dévclopement de la partie LO continuée à l’in- 
fini, le point B ne décrit que la portion déterminée B Ai 

L iij 
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au lieu que parle dëvelopementde l’autre partie ZC con- 
tinuée auffi à l’infini, il décrit la portion infinie DM. 

On déterminera le point Z de même que dans l’hy- 
perbole, Soit par éxemple aax—y* oay = x ’ , on aura 

dyz=\x~‘^dx,ddy=z — ^x dx'^dddy — ^x ~'dx^^ 
& ces valeurs étant fubftituées dans l’équation dx^dddy 
*Art. S(î. dy'-dddy — jdyddy^ = o , on trouvcra*,<^if('x,l = • 

11 en ell ainfi des autres. 

' R E M A R <3JJ E. 

88. E N fuppofànc que m fur|>afiè i, afin que les para- 
tôles füicnt toujours concaves du côté de leur axe , il 
peut arriver difFérens cas. Car fi le numérateur de la fra- 
élion marquée par med pair, 8c le dénominateur impair ^ 
Fig. 75. toutes les paraboles tombent de part 8c d’autre de leur axe 
dans une pofition (èmblablc à celle de la parabole ordinai- 
re. Mais fi le numérateur 8c dénominateur font chacun im- 
pair J elles ont une pofition renverfée de part 8c d’autre de 
leur axe , en Ibrte que leur fommet A eft un point d’inflé- 

Fic. 77. xion, comme la première parabole cubique x=y^ ou 

aax^y\ Enfin fi le numérateur étant impair, le déno- 
minateur eft pair J elles ont une pofition renverfée du 
meme côté de leur axe, en forte que leur fommet.^ eft 
Fis,7C. un point de rebrouflement , comme la fécondé parabole 

cubique X = ou axx-=y'‘. Tout cela fuit de ce qu’une 

puiflànce paire ne peut pas aVoir une valeur négative. 
Cela pofé, il eft évident, 

Fio. 77. I®. Que dans le point d’infléxion./^, le rayon de la dé- 

velopée peut être infiniment grand comme dans aax —y', 
ou infiniment petit comme dans xax^=yK 
Fig. 76. 1°. Que dans le point de rebrouflement A , le rayon de 

la dévclopée peut être ou infini comme dans a'xx=y\ 
ou zéro comme dans axx=y\ 
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3°. Qu’il ne s’enfuie pas de ce que le rayon de la deve- Fig. 73. 
lopce eft infini ou zéro, que les courbes ayenc alors un 
point d’inHéxion ou de rebrouflèment. Car dans h'x— y* 
il eft infini , dans ==y* il eft nul j & cependant ces pa- 
raboles tombent de part & d’autre de leur axe dans une 
pofition femblable à celle de la parabole ordinaire. 


Exemple IV. 


89- S OIT la courbe une hyperbole ou une ellipfè Fig. 78. 

qui ait pour AH(a) ^ & pour paramétré A F (h). 

, /•bx'^ bxx 

On aura par la propriété de ces lignes 7'=v y» » 


dy 


•bix xbxix _ , ■ 

• — __ , Scddy = 

xYxabx^ abxx 


_ a*bbdx^ 


.Si 


bx - 4 - ^bxxVxabx abxx 


donc l’on mec ces valeurs dans expref. 

lion générale àz*-Mc, on trouvera dans ces deux courbesAfC *-An. 78. 


imbh -4- ^aèx -fr- ^s&xx Yaaiflr ^ ^aéèx^^4i>^xx^ ^matx -f- ^a^xx 

c=i , puifque de parc & d’autre Md ) 

_ Yxxbb ^xbbx -»• ^bbxx -4- ^x.bxX:d*bxx çg • Jgjjjjg 

cette conftruéUon qui fert auflî pour la parabole. 

Soit prifè MC quadruple de la quatrième continuelle- 
ment proportionnelle au paramétré AF & à la perpendi- 
culaire Af ^terminée par l’axe 3 le point C fera a la dé vc- 
lopée. 

Si l’on fait x=:oyomMTZ^AB=^\b. Et fi l’on fait dans *ArtiZi, 
l’elliplc .v= *-rf, on trouvera 2)G=-^^, c’eft-à-dire Fig. 7 <). 

égal à la moitié du paramétré du petit axe. D’où l’on voit 
que dans rellipfe la dévclopée BCG fc termine en un 
point G du petit axe DO où elle forme un point de re- 
brouflèmenc j au lieu que dans la parabole & l’hyperbole 
elle s’étend à l’infini. 
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Si // -•= ^ da ns rellipfe, il vient MC =4- '* » 
cous les rayons de la dévelopée font égaux entr’eux , &C 
qu’elle ne fera par confequenc qu’un point :c’eft à-dire que 
l’ellipfe devient en ce cas un cercle qui a pour dévelopée 
fon centre. Ce que l’on fçaic d’ailleurs être véritable. 

Exemple V. 

Fig.So, 90 . s oi t la courbe./^^iV/7) une logarithmique ordinai- 
re, dont la nature cft telle qu’ayant mené d’un de fes points 
qucIconqueiW la perpendiculaire MP fur l’afy mpcocc/:/^, 
éc la tangente MT'Aa. foutangente /’T' foie toujours égale 
à la même droite donnée a. 

On a donc PT(^)=a, d’où l’on tire dont la 

difFcrence donne, en prenant dx pour conftante,<i^=^^ 
‘•Art.-j'f. ^ rnettant ces valeurs dans^^^j^^, on trouve * 

— —•• — ïï -, & partant EC ou PK=^ ~**~^^ -. Ce 

y * 

qui donne cette conftrudion. 

Soit prife PK égale à TQ^ du même côté de T, parce, 
que fa valeur eft négative j & Ibit menée KC parallèle à 
PM : je dis qu’elle rencontrera la perpendiculaire MC 

au point cherché C. Car TQ^ = ** • 

Si l’on veut que le point M foit celui de la plus grande 
courbure , on fè ièrvira de la formule dx'^dddy •+■ dy'dddy 
Art. 86. — jdyddy’' = 0 , que l’on a trouvée *dans l’exemple fé- 
cond } & mettant pour dy^ ddy^ dddy leurs valeurs 

, on trouvera PM (y J = . 

Il eft clair, en prenant dx pour confiance , que les ap- 
pliquées y font cntr’elles comme leurs différences dy ou 

} d’où il fuit qu’elles font auflî une progreflîon géo- 
métrique. Car fi l'on conçoit que l’afymptote ou l'axe P K 
foie divifé en un nombre infini de petites parties égales 
Py ou MR , //ou , /g ou «H", &;c. comprifes entre les 

applt- 
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appliquées P go^Scc. l’on Si\iva.PM .pm::Rm.Sn 

:;PM-*-Rm o\ipm,pm-^-Sn oui^». On prouve de môme 
que pm.fn ffi.go,&c ainfi de fuite. Les appliquées PM^ 
pm, fh, go, 6cc. feront donc entr’elles une progreflion géo- 
métrique. 

Exemple VI. 

91* S O I T la courbe j4MD une logarithmique fpirale, Fie. Sr. 
donc la nature eft telle qu’ayant mené d’un de Tes points 
quelconque M au point fixe A , qui en eft le centre, la 
droite MAii\z tangente jWT’il’angley^iVfT’foit par tout 
le meme. 

L’angle .<^iWTou//»îAf étant conftant, la railbn de mR 
(dy) ï. RM(dx) fera auflî confiance. 11 faut donc que la 
diflTérence de ^ foie nulle 5 ce qui donne (en fuppolâncof;* 
confiante) ddy = o. C’eft pourquoi eflTaçant le K.crn\cyddy 

expreffion * général? de ME lorfque *Art. 77. 
les appliquées partent toutes d’un même point, on trouve 
ME —y, c’eft-à-dire ME — AM. Ce qui donne cette 
conftruftion. 

Soit menée AC perpendiculaire fur AM^ & qui ren- 
contre en C la droite MC perpendiculaire à la courbe j le 
point C lêra à la dévelopée ACP, 

Les angles .^iW7*,.r^CiWfontégaux,puifqu’étanc joints 
l’un & l’autre au même ançle A MC ils font un angle 
droit. LadévelopcCy^CG fera doncla meme logarithmi- 
que fpirale que la donnée AMD^ & elle n’en différera 
que par fa pofition. 

Si l’on fuppofe que le point C de la dévelopée ACG 
étant donné, il faille déterminer la longueur C.A/ de ion 
rayon en ce point , qui * eft égal à la portion AC qui fait » Art. yy. 
une infinité de retours avant que de parvenir en A '> \\ 
eft clair qu’il n’y a qu’.à mener AM perpendiculaire fur 
AC. De forte que fi l’on mené AT perpendiculaire fur 
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lâ. tangente 24T fera, aufli égale à la portion 
«le la logarithmique fpirale donnée AMD. 

Si l’on Conçoit une infinité d’appliquées 
Ao., &c. qui fafiènr entr’elles des angles infiniment petits 
& égaux j il eft clair que les triangles MAm, mAn., nAo^ 
&c. feront femblables, puil'que les angles en A font égaux, 
& que par la propriété de la logarithmique , les angles 
en m, «, 0, &c. le font auflî. Et partant AM . Am ::Am. 
An. Et Am . An An . Ao. & ainfi de fuite. D’où l’on voit 
que les appliquées AM., Am, An, Ao, &c. font une pro- 
greflîon géométrique lorfqu’elles font entr’elles des an. 
gles égaux. 

Exemple VII. 


Fjg.Si. 51. Soit la courbe AMD une des fpirales à l’infini, 
formée dans le fecbeur BAD avec une propriété telle 
qu’ayant mené un rayon quelconque AMP , & ayant 
nommé l’arc entier B PD, ti fâ partie BP, x > le rayon 
AB on A P, ai (a partie AM,yi on ait cette propor. 
tion h . X. :: a'.jT. 

L’équation à la fpirale eflj^™=-iji-,dont ladif. 


férence donne my"' ^dyr=.L-^, Or à caufê des fcdeurs 
femblables .R, l’on anraAM(y) .AP(j)r. MR 


(dxj . Pp (dx) . Mettant donc cette valeur â la place 

de dx_dans l’équation que l’on vient de trouver, on aura 


dont la différence ( en prenant dx pour 

confiante ) eft mmy'*~'dy'^ my"'ddy = oi d’où en divi- 

•Art. 77. fant par my"'~\ l’on tire — yddy = mdy'^i &c partant ME * 


conftrudion. 

Soit menée par le centre A la droite T A (y perpendi- 
culaire fur AM, & qui rencontre enjôla tangente MT, 
ôcen^la perpendiculaire foit fait TA -t-m-t- /AQ^ 
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T^:: MA . ME Je dis que menant EC parallèle â 
elle ira rencontrer Jlf^^en un point C qui fera à la déve- 
lopce. 

Car i caufe des parallèles A/.RG, TAQ^ l’on iXiXXME(àx) 
RgC^) .MGfdx-i-^) TA-i-m-*- xA^U 
:: AM (y) . ME = . 

<W/*' 


Exemple VII I. 

93. S OIT AMU une demi- roulette fimpfe , dont la bafe Fie. 83. 
BD eft égale à la demi-circonférence du cercle gé- 
nérateur. 


Ayant nommé A P, xi PM, y i l’arc AE^uilc^c 
diamètr e AB, 2a ; l’on aura par la propriété du cercle 
P E = y/xax — j & par relie de la roulette y = u 

•+ Vxax—xx, dont la différence donne dy^=.du -u- 

'' ym* — XK 

x»xx — xdx I /1« X . - 

— Ÿi»x—-xx ~ ^ — X — * mettant pour du fa vsl- 

leur — > en fuppofant dx confiante, < 4 /y= — 

'' x/l»X — XK 

& en mettant ces valeurs dans , il vient * ^Art. 78, 

MC = 2Ÿ^a — 2Ôx, c’ed-à- dire xBE oaxMG. 


Si 1 on fait x = o, l’on aura A 2 f=- ^ pour rayon de 
ladévelopéedans le fommet>^. Mais fi l’on fait x = 2a, 
on trouvera que le rayon delà dévelopée au point J) de- 
vient nul ou zéro j d’oii l’on voit que la dévelopée a fon 
origine en D , & qu’elle fe termine en // en forte que 
BN — BA. ^ 

Pour fçavoirla nature de cette dévelopée, if n’y a qu’à 
achever le rédangle . 55 , décrire le demi cercle BIS qui 
a pour diamètre DS, & mener DI parallèle à MC ou à . 55 . 
Cela fait, il eft clair que l’angle 57)/ eft égal à l’angle 
EBDi & par confequent que les arcs D/, 5 /;’ font cga'ux 
entr’eux 3 d’où il fuit que leurs cordes Dl, BEoncc font 

Mij 
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aufn cgalcs. Si donc l’on fait /C, elle/èra égale & paral- 
Ide à Dü , qui par la génération de la roulette eft égalé 
à l’arc B£ ou DI -, CSC partant la dévelopcc DCN eft une 
demi roulette qui a pour bafe la droite NS égale à la 
demi-circonicrence de Ion cercle générateur :c’eft- 
■ à-dire que c’eft la demi- roulette meme polce 

dans une fttuation renverfee. 

COROLLAI RE. 

7$‘ 94* Tl eft clair *que la portion de roulette Z)C eft dou- 
ble de la tangente CG , ou de la corde correfpondante 
DI- Et la demi roulette DCN double du diamètre 
ou DS de fon cercle générateur. 

Autre solution. 

95- O N peut encore trouver la longueur du rayon MC 
/àni: aucun calcul , en cette forte. Ayant imaginé une au- 
tre perpendiculaire mC infiniment proche de la première, 
une autre parallèle une autre corde £e, & décritdes 
centres les petits arcs G?/, on formera les trian- 
gles réftanglesGHg, fJr qui feront égaux &femblablesj 
car puifque JiG ou ME eft égal à l’arc v4E , 6c 

de meme £g ou >ne eft égal à l’arc y4e j de plus Hg ou 
mg — MG — Fc oa £c — £Ei GM fera donc égal à EF. 
Or les perpendiculaires MC, mC , étant parallèles aux 
cordes EB, cB, l’angle MCm lera égal à l’angle EBe. Donc 
puifque les arcs GH, EF , qui melûrent ces angles, font 
égaux, il s’enfuit que leurs rayons CG , BE feront aulïï 
égaux-, & partant que MC doit être prife double de MQ 
ou de BE. 

L E M M E. 

96 . S’il;. a un nombre quelconque de quantités a , b , c, d, 
e , &c. fait que ce nombre [oit fini ou infini ,foitque ces quan- 
tités f oient des lignes , ou des furfaces , ou des folides > Ut 
femme a — b-t-b — c-*-c — d-+-d — e, ^c. de toutes 
leurs différences efi égale à la ^ lus grande a, moins la fins 


Digitized by Google 


DES ÏNEtNIMENT PETITS. 7. P.trt. ç)^ 
fetitc e , ou Jîmplcmcnt à Lt plus grandi: lorffic la plus petite 
ejl zpro. Ce qui eft vifibic. 

Corollaire I. 

97* Les fédeurs CA'/»», CGH, étant femblables, il eft 
clair que Msn eft double de G 77 ou de Ton égale El > ôc 
comme cela arrive toujours en quelque endroit que l’on 
fuppofe le point j\7, il s’enfuit que la fomme de tous les 
petits arcs Mm^ c’eft-à-dire la portion Am de la demi- 
roulette AMD, eft double de la fomme de tous les petits 
arcs EF. Or le petit arc EF fait partie de la corde AE per- 
pendiculaire fur.5£, & eft la différence des cordes AE, 

Ac , pareeque la petite droite cF perpendiculaire Ae 
peut être confiderée comme un petit arc décrit du cen- 
tre j & partant la fomme de tous les petits arcs EF dans 
l’arc AZE fera la fomme des différences de toutes les cor- 
des y7r,&c.dans cet arc, c’eft-à-dire par le Lemme 
qu’elle fera égale à la corde y7£. 11 eft donc évident que 
la portion AM de la demi-roulette eft double de 

la corde correlpondantc AE. 

Corollaire II. 

L’espace MCgm * ou le trapèze MGMm *Art.i. 
= x MG= i ££ x Æ£, c’eft à dire qu’il eft 

triple du triangle EBF ou EBe, d’où il fuit que l’efpace 
MG B A fomme de tous ces trapèzes, eft triple de l’elpace 
circulaire BEZA fomme de tous ces triangles. 

Exemple III. 

99 * Nommant .S/’, zj, WxzAzE ou£Af ou i?G,# J & 
le rayon K A, a', l’on aura le parallelclogramme MGBE 
= «5;. Or l’cfpace delà roulette MGBA — sBEZA 
= jEKB ■+■ \au \ & partant l’efpace >^jV7£5 renfermé 
par la portion de roulette AM, la parallèle ME, la corde 
BE & le diamètre .<7.5, = jEKB -^{au — D’où il 

M iij 
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fuit que fi Ton prend l’cfpace '^MES fera 

triple du triangle correfpondant£/i;^ > & aura par conlé- 
quenc fa quadrature indépendante de celle du cercle. Ce 
que M. Httgens a remarque le premier. Voici encore une 
autre forte d’efpace qui a la même propriété. 

Si l’on retranche de l’elpace A ME B le legment BEZA^ 
il reftera refpace AZEM—2EKB -*-au — d’où l’on 
voit que fl le point P tombe au centre /C.l’cfpacc AZtM 
fera égal au quarré du rayon. Il ell évident qu’entre tous 
les efpaces AMEB & AZEM , il n’y a que les deux que 
l’on vient de déterminer qui ayent leur quadrature abfo. 
lue indépendante de celle du cercle. 


Exemple IX. 

Fie. 84. 100. Soit la demi-roulette décrite parla révo- 

lution du demi cercle autour d’un autre cercle im- 
mobile BGDi 6c qu’il faille déterminer fur la perpendi- 
culaire MG donnée de pofition, le point où elle touche 
la dévelopéc. 

Pour fê fërvir des formules générales il faudroit pren- 
dre pour les appliquées de la coüïhc AMD , des lignes 
droites perpendiculaires fur l’axe OA^ 6c chercher enluite 
une équation qui exprimât la relation des coupées aux 
appliquées , ou de leurs différences. Mais comme le cal- 
cul en feroit fort pénible , il vaut beaucoup mieux dans 
ces fortes de rencontres en tenter la folutionenfefervanc 
de la génération même. 

Lorfque le demi-cercle AEB efl: parvenu dans la pofi- 
tion MG B dans laquelle il touche en G la bafe BDi & que 
le point décrivant A tombe fur le point M de la demi, 
roulette AMD : il eft clair, 

1°. Que l’arc GiVf eft égal à l’arc GD, comme auffi l’arc 
G.B du cercle mobile à l’arc G .5 du cercle immobile. 

1°. Qiie MG eft* perpendiculaire fur la courbe 5 car 
confidérant la demi-circonférence MGB ou AEB , 6c la 
bafe BGD comme l’aflèmblage d’une infinité de petites 
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droites égales chacune à fa correfpondante , il cft mani. 
jfefte que la demi-roulette AMD fera l’allemblage d’une 
infinité de petits arcs qui auront pour centres fucceflive. 
ment tous les points touchansG, & qui feront décrits 
chacun par le même point M ou A. 

3 °. Que fi l’on décrit du centre O du cercle immobile 
l’arc concentrique les arcs AfG, EB du cercle mobile 
feront égaux entr’eux.auffi- bien que leurs cordes AfG, EB 
& les angles OGM^OBE. Car les droites OK,OK qui joi- 
gnent les centres des deux cercles font égales, puifqu’clles 
pafient par les points touchans B,Gi c’eft pourquoi me- 
nant les rayons OM, OE, 8c KE, on formera les triangle* 
OKM fOKE égaux & femblables. L’angle OKM étant 
donc égal à l’angle OKEy les arcs A/G, BE des demi- cer- 
cles égaux MGByBEA, qui mefurent ces angles, feront 
égaux , comme auffi leurs cordes A/G, EB J d’où il fuit que 
les angles OGM, OBE le feront auffi. 

Cela pofé , foit entendue une autre perpendiculaire tnC 
infiniment proche de la première, un autre arc concentri- 
que me, 8c une autre corde Be ; foient décrits des centres 
C,5,lcs petits arcs GZ/jf/". Les triangles rédangles G Wg, 
EFe feront égaux 8c femblables ; car Gg ou Z)g — DG 
= ou à l’arc Be — l’arc BE, de plus Z/g ou wg — MG 

= ou ïBe — BE. Le petit arcGZ/ fera donc égal au 

petit arc EF } d’où il fuit que l’angle GCH eft à l’angle 
EBF, comme BE eft à CG. Ainfi toute la difficulté fe ré- 
duit à trouver le rapport de ces angles. Ce qui fe fait en 
cette forte. 

Ayant mené les rayons GG, Oz,KE,Ke , 8c nommé GG 
o\iO B, è 'f KE on KB on K A, a i il efk cliir qae l’angle EBe 

— OBe — OBE = Oyn — GGA/= (en menantGZ, GZ’" 
parallèles à C»i , 0%) LGM — GG V— GCH — CGg. On 
aura donc l’angle GCH = GGg EBF. Or les arcs Gg, Ee 
étant égaux, l’on aura auffi GGg . £ZC^ ou zEBF ::KE(a) . 

OG(h)-, 8c partant l’angle GOg = -^EBF, 8c GCH 

— EBF. Donc GfZf . EBF ou BE . CG • z 
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& partant l’inconnue CG = ou MG. Ce qui 

donne cette conftru<flion. 

Fio. 86. Soit fait OÂ ( 2 a h ) . 0 B ( b ) r. MG .GC \ le point C 

fera à la developée. 

Il eft clair i“. Que cette dévelopce commence au point 
Z), & qu’elle y touche la bafe BGD-, puilque l’arc GM 
devient en ce point infiniment petit. 2“. Qu’elle fe termine 
au point iV, en forte <\i\cOA.OB:: AB . BN :: OA — AB 
o\xOB .OB — BN ou 0 A'j c’e(l-à.dirc que OA., OB,ON 
font continuellement proportionnelles. 3“ Si l’on décrit 
à préfcnt le cercle iV5.^du centre O, je dis que la déve- 
lopée DCN c(t formée par la révolution du cercle mobi- 
le GCS, qui a pour diamètre G-'» ou .ff/V, autour de l’immo- 
bile c’eft à dire qu’elle cft une demi-roulette fem- 

blable à la propofée, ou de même efpece ( pareeque les 
diamètres AB , B N des cercles mobiles ont entr’eux le 
même rapport que les rayons O B, O N des cercles immo- 
biles ) , & pofée dans une fituation renverfée en forte que 
fon fommeteften D. Pour le prouver, fuppofons que les 
diamètres des cercles mobiles fe trouvent fur la droite OT 
menée àdifcrction du centre 0; ellepaflera par les points 
touchans S, Gî 6c fa.ifa.nt AB ou 7"G . ou GS;: MG. 
GC., le point C fera à la dévelopée , 6c de plus à la circon- 
férence du cercle GCS ; car l’angle GM T étant droit, 
l’angle GCS le fera auffi. Or à caufe des angles égaux 
MGT, CGS , l’arc TM ou GB eft à l’arc C5, comme le 
diamètre G Z au diamètre GS OG . OS :: G B . NS -, 6c 
partant les arcs CS, S N font égaux. Donc , 6cc. 

CoAOLLAIRE I. 

*Aft.7$. 10 1. I L e(l clair*que la portion de roulette 75Cefl égale 
à la droite CAI -, 6c partant que DCeft à fa tangente CG 
:: AB -i- BN . BN:: OB-*^ ON .ON ; c’eft à dire comme 
la fomme des diamètres des deux cercles générateurs, 
ou des cercles mobile 8c immobile, eft au rayon du cer- 
cle immobile. Cette vérité fe découvre encore de la ma- 
nière 
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nicre qui fuit. A caufe des triangles femblablesc^/w, CG//. Fic.Sj. 
l’on aura Mm .GHom EF : : MC .GC::OA ^OB (za-^zh). 

O B (b). D’où il fuit ( comme dans l’art. 97. ) que la portion 
de roulette à la corde correfpondante AE, comme 

la fomme des diamètres du cercle générateur 5 c de la bafe, 
cil au rayon de la balë. 

C0ROLLAIR.E II. 

lOZ. L E trapèze MGHm = \ GH-t- \ Mm x MG. Or Fie. 8j. 
CG(j^^MG).CMC-^çMG)v.GH.Mm=^^^^GH. 

Donc puifquc GH=EF^ & MG =EB, l’on aura MGHm 
a= -£Px eB; c’eftàdire que le trapèze J 17 G 77 ot fera 
toujours au triangle correfpondant :: la-^ jb . h. 

D’où il fuit que l’efpace MGBA renfermé par MG, AB 
perpendiculaires à la roulette, par l’arc BG & parla por- 
tion de roulette MA, eft au fegment de cercle correfpon- 
dant BEZA : : 2a •+■ jb . b. 

CoaOLLAIAE III. 

103* Il eft vifible que la quadrature indéfinie de la rou- Fie. 87. 
lette dépend de la quadrature du cercle ; mais fi l’on 
prend O.=^moyenne proportionnelle entre OK, OA, & 
qu’on décrive de ce rayon l’arc^fAfj je dis que l’efpa- 
ce A B EM renfermé par le diamètre AB , la corde 
l’arc & par la portion de roulette AM , eft au trian- 
gle EKB 2a-\- jb .b. Car nommant l’arc AE ou G B, a j 
le rayon l’on aura OB (b). OQ^{k) :: GB (a) 

P.^uiW£ = “4'. 6c partant l’efpace RGB^om MGBE, 
c'eüidite{GB-t-{R^B^=^^^~. Or*l’elpacede » 101, 

la roulette.l/G 5 ^= xBEzA= y.EKB-^ 
yKEzA {—). Si donc l’on retranche le précèdent eipacede 
celui-ci, il K(ieia.ABEM= ^'"“'*''‘''‘*J'^“-'^'‘ ^^^x£KB 

N 
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= puifqueparlaconftrudlion zaa 4 - ^ah 

bb. D’où l’on voie que cet elpace a fa quadrature in- 
dépendante de celle du cercle, & qu’il eft le feul parmi 
tous Tes femblables. 

En voici encore un autre qui a la même propriété. Si 
l’on retranche de relpace/^.fî£ 7 Vfle fegment BEZA {\au 

-^EKB ) , il reftera l’efpace 

-4- — EKB= — EKB en faifant z^—2aa -+- r.rf 

H- bb; c’eft à dire que fi l’on divife la demi-circonférence 
en deux également au point £, l’efpace AZEM fera au , 

double du triangle EKB^ c’eft à dire au quarré du rayon 
:;OK {a^b).OB {b). 

Corollaire IV. 

Fig. 88. 104. §1 le cercle mobile AEB roule au dedans de ! 

l’im^T>obiIei/GZ)„fon diamètre AB devient négatif de 
pofitif qu’il étoit auparavant} fie partant il faut changer ^ 

de fignes les termes où il fe rencontre avec une dimen- 
fion impaire. D’où il fuit, 1°. Que fi l’on meneàdifcrétion ' 

la perpendiculaire MG â la roulette , fie que l’on fafle OA 
Art, 100. ( b — 2</) . OB[b) ‘.‘.MG ,GC. le point C ièra* à la déve- 

lopéeDCiVdécrite par la révolution du cercle qui a pour 1 

diamètre B N, au dedans de la circonférence NS concen- 
trique ÀBD. 1°. Que fi l’on décrit du centre 0 l’arc Aff, 

* Art. 101. 1^ portiondc'rouIettey^A/lèra^àlacordey^£:: 2 ^ — za.b. 

*Art. 101. j°.Que l’efpace MG B A eft*au fegment J? jb — 2a.b. 

4®, Que fi l’on prend — jab bb , c’eft à dire 

moyenne proportionnelle entre OKfiA\ l’efpace ABE M 
renfermé par la portion de roulette AM, l’arc ME, la cor- 
‘ •Art. 10). de££, & le diamètre >^.g,fera*au trian gle EKB :: — za.b. 

Mais que fi l’on fait O.^ou OE = — zab bb, 

c’eft à dire que l’arc AE foit le quart de la circonférence ) 
rcfpacev^2£Afrenfermé par la portion..^A/de roulette fie 
par les deux arcs Af£, lèra*au triangle £/C.5 qui eft 
en ce cas la moitié du quarré du rayon zb — za.b. 
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C0R.OLLAIR.E V. 

ÏOJ"* S I l’on conçoit que le rayon 0.5 du cercle immobi- Fic. Stf. SS. 
le devienne infini, l’arc 5 GD deviendra une ligne droite, & 
la courbe A MB deviendra la roulette ordinaire. Or com- 
me dans ce cas le diamètre AB du cercle mobile eft nul par 
rapport à celui de l’immobile ; il s’enfuit, i*. Que MG.GC 
wb.b. Puifque c’efl: à dire que jWG = GC J 

& partant que fi l’on prend . 57 /’= .5, & qu’on menela 

droite NS parallèle à BB^ la dèvelopée BON fera for- 
mée par la révolution du cercle, qui a pour diamètre 
BN t fur la bafe NS. 1°. Que la portion de roulette AM Fis. Sj. SS. 
eft à la corde correfpondantey^f:: 2b. b. 3”. Que l’efpace 
MG B A eft au fegment BEZA : : jb.b. 4°. Puifque B£>Jio. 87. SS. 
Oü± 0 Q^ 0 B,(\\iç]’a^c\\Qx,c{^—-^b±.V 2 aa^jai>^bb, 
d’où l’on tire ( en ôtant les incommenfurables) 

= 2aa'^jabi l’on aura .v = , en effaçant les termes 

où b ne i'c rencontre point, pareequ’ils font nuis par rap- 
port aux autres. C’eft àdircqiie fi l’on prend dans la rou- 
lette ordinaire 5 /’=|^ 5 ,&qu’ort meneladroite5£Ai Fig Sî 
parallèle à labafe refpaceyyM£5 fera tripledu trian- 
gle ££5 On trouvera en opérant de la même manière, 
que fi le point 5 tombe au centre /C, l’efpace ren- 

ferme par la portion de roulette la droite A/E, Sc 
l’arc AE, fera égal au quatre du rayon. Ce que l’on a de- 
ja démontre ci devant arc. 99. 

R E M A B. qjj E. 

J06. C O M ,M E les arcs BG, GM font toujours égaux Fig. S4 

entr’eux, il s’enfuit que l’angle ÜGG eft aufiî toujours à l’an. 

gle GKM : : GK OG. C’eft pourquoi l’origine B de la rou- 
letteDil/.^sf,les rayons 0 G,G/Cdes cercles générateurs, 6c le 
point touchant G étant donnés, fi l’on veut déterminer dans 
cette pofition le poincAfqui décrit la roulette, il ne faut que 

N ij 
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tirer le rayon KM en forte que l’angle GKM foie à l’an- 
gle donné BOG : : OG • GK. Or je dis maintenant que 
cela fe peut toujours faire géométriquement lorfque le 
rapport de ces rayons fe peut exprimer par nombres j Sc 
partant que la roulette DMA ell alors géoméirique. 

Car fuppofant, par exemple, que OG.GK ::// ./jileft 

clair que l’angle MKG doit contenir deux fois l’angle 
donné DOG &c de plus i- de cet angle. Toute la difficul- 
té fe réduit donc à divifer l’angle DOG en cinq parties 
égales. Or c’eft une cliofe connue par les Géomètres, 
qu’on peut toujours divi/èr géométriquement un angle 
ou un arc donné en tant de parties égales qu'on voudra ; 
puifqu’on arrive toujours à quelque équation qui ne ren- 
ferme que des lignes droites. Donc , &c. 

Je dis de plus que la roulette DJVf.^^eft mécanique, ou ce 
qui eft la mêmechofe, qu’on ne peut déterminer geomé- 
triquement fes points M lorfque la raifon de OG à KG ne 
fe peut exprimer par nombres, c’eft à dire lorfqu’elle eft 
fourde. 

Car toute ligne ,foit mécanique foit géométrique, oii 
Fie. 89. rentre en elle-mêmé ou s’étend à l’infini j puifqu’on peut 
toujours en continuer la génération. Si donc le cercle mo- 
bile ABC décrit par fon point A dans fa première révo- 
lution la roulette ADEy cette roulette ne fera pas enco- 
re finie, & continuant toujours de rouler il décrira la fé- 
condé EFGy puis latroifiéme GHJ, & ainfi de fuite juf. 
qu’à ce que le point décrivant A retombe après plufieurs 
révolutions dans le même point d’où il étoit parti. Et pour 
lors ft on recommence à rouler le cercle mobile ABC, il 
décrira derechef la même ligne courbe , de forte que tou- 
tes ces roulettes prifès enfemble ne compofent qu’une 
feule courbe AD EFG HJ, Sic. Or les rayons des cercles, 
générateurs étant incommenfurables, leurs circonféren- 
ces le feront aufii j & par conféquent le point décrivant 
J A àu cercle mobile>^.ffC ne pourra jamais retomber dans 
le point ^ de l’immobile , d’où il étoit parti , fi grand que 
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puitlè être le nombre des révolutions. 11 y aura donc une 
infînitéde roulettes qui ne formeront cependant qu’une 
même ligne courbe./^Z)£7'Gjy 7, &c. Maintenant fi l’on 
mene au travers dû cercle immobile une ligne droite in- 
définie, il efl clair qu’elle coupera la courbe continuée à 
l’infini en une infinité de points. Or comme l’équation qui 
exprime la nature d’une ligne géométrique doit avoir au 
moins autant de dimenfions que cette ligne peut être cou- 
pée en de diflFérens points par une droite j il s’enfuit que 
l’équation quiexprimeroit la nature de cette courbe auroic 
une infinité de dimenfions. Ce qui ne pouvant être, on 
voit évidemment que la courbe doit être mécanique ou 
tranlcendente. 

Proposition III. 

Problème. 

107 . X-A. li^ne courhe^VC étant donnée , trouver une infi- Fig. 90. 
nité de lignes AM, BN, EFO, dont elle foit la dcvelopée com- 
mune. 

Si l’on dévelopc la courbe .ffJ'C en commençant par le 
point il cfl: clair que tous les points Ay B F , du fil 
ABFC décriront dans ce mouvement des lignes courbes 
AM, BNy FO, qui auront toutes pour dévelopée commu- 
ne la courbe donnée BFC. Mais il faut obfcrver que la li- 
gne FO n’ayant pour dévelopée que la partie FC , Ibn 
origine n’eft pas en T" ; & que pour la trouver , il faut 
déveloper la partie reliante B F en commençant au point 
F pour décrire la portion EF de la courbe EFO dont l’o- 
rigine eft en £ , & qui a pour dévelopée la courbe entière 
BFC. 

Si l’on veut trouver les points A/, O fans fe lèrvir du 
fil ABFC, il n’y a qu’à prendre fur une tangente quelcon- 
que CM autre que B A, les parties CM, CN, CO égales 
à ABFC, BFC, FC. 
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Corollaire. 

lo8. J L efl: évident, I®. Que les courbes A/, £f O | 

font d’une nature très differente entr’clles; puifque la cour- 
• be AM a dans Ion fommet A le rayon de fa dcvelopée 
égal .1 AB^ au lieu que celui de la courbe BN eft nul. Il 
elt vifible aulfi par la figure même de la courbe EIO qu’elle | 

eft très differente des courbes AM ^ AAT. 

2”. Que les courbes AM^BN^ EF O ne font geométri- , 

ques que lorfque la donnée BFC eft géométrique 8c de I 

plus rectifiable. Car fi elle n’eft pas géométrique, en j 

prenant K pour la coupée, on ne trouvera point géomé- 
triquement l’appliquée KC: 8c fi elle n’eft pas reétifiable, 
ayant mené la tangente CM, on ne pourra déterminer 
géométriquement les points M, N, O des courbes AMy 
BN, EFO J puifqu’on ne peut trouver géométriquement 
des lignes droites égales a la ligne courbe BFC , 8c à fès 
portions BF ■, FC. 

R E Ï.1 A R QJÜ E. i 

Fig. 91. I09. l’on dévelope une ligne courbe .B.^Cqui ait uo 
point d’inflexion en^, en commençant par le point D au- 
tre que le point d’inflexion j on formera par le dévelope- , 

ment de la partie B AD la partie DEF > & par celui de la 
partie DC, la partie reftante DG: de forte que FÉDG fera 
la courbe entière formée par le developcment deBAC. Or 
il eft vifible que cette courbe rebroulle chemin aux points 
D 8: E, avec cette différence qu’au point de rebrouffement 
D les parties DE, DG ont leur convexité oppofée l’une à 
l’autre 5 au lieu qu’au point £ les parties ££ font con- 
caves vers le même côté. On a enfeigné dans la féélion 
précédente à trouver les points de rebrouffement tels que 
Z); il eft queftion maintenant de déterminer les points £, 
qu’on peut appeller points de rebrouflèment de la fécon- 
dé forte , 8c que perfonne, que je fçaclie , n’a encore con- 
fideré. 

Pour en venir à bout, on mènera i diferetion fur la ^ 
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partieD£ deux perpendiculaires A/ 77, w«, terminées par la 
dcvclopée aux points 7ST, «, par lefquels on tirera deux au- 
tres perpendiculairesi777, «T/fur les premières NM,nm > 
ce qui formera deux petits fcéleurs A/7/w, NHn qui fe- 
ront femblables, puilque les angles MNm^ NHn font 
égaux. On aura donc Nn . Mm N H . NM. Or dans le 
point d’inflexion le rayon NH devient * infini ou zéro j *Art. 8 1 . 

& le rayon 71777, qui devient AE, demeure d’une grandeur 
finie. Il faut donc qu’au point de rebrouflement £ de la 
fécondé forte, la railon de la difFércnceT/ffdurayon MN 
de la dévelopce, â la difFérenceiVfw de la courbe, devienne 
ou infiniment grande ou infiniment petite. Et partant 

puifque *Nn ^ ^ ^ 

Mm = dy\ l’on aura ^ , 

ou oo . & multipliant par on trouvera la formu- 

le dx^dddy -4- dy'-dddy — ^dyddy' = o ou oo , qui fêrvira à 
déterminer les points de rebrouflement de la fécondé 
forte. 

On peut encore concevoir qu’une rebrouflànte DEF Fis. ji.pj. 
ou HD EFG de la fécondé forte, ait pour dévelopce une 
autre rebrouflànte .5 .^C de la féconde forte, telle que fon 
point de rebrouflement ^7 réponde au point de rebrouf- 
lement £ , c’eft à dire qu’il foit fitué fur le rayon de la 
dévelopce qui part du point £. Or il eft clair dans cette 
fuppofition, que le rayon EA de la dévelopée fera tou- 
jours un plus petit ou an plus pyandi & partant que la 

différence de - expreflîon générale * des rayons *An.y%. 

de la dévelopée, doit être nulle ou infinie au point cher- 
ché £ J ce qui donne la même formule qu’auparavant: de 
forte qu’elle eft générale pour trouver les points de re- 
brouflement de la fécondé forte. 
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Section VI. 

du calcul des di^rences pour trouver les 
Caujîiques par réflexion. 

D e’f 1 N I T 1 O N. 

Fie. p4«pj. O ^ conçoit qu’une infînitc de rayonsi?^/, BMy Z?Z>, 
^ qui partent d’un point lumineux JS, fe réflcchiffènt i 
la rencontre d’une ligne courbe en forte que les 

angles de réflexion foient égaux aux angles d’incidence j 
la ligne HFN, que touchent les rayons réfléchis ou leur 
prolongemensyÿ/f, Aff, DiV^,eft appellce Caujiique far 
rl'fièxion. 

COKOLLAIAE I. 

Fig, 94. Iio. §1 l’on prolonge J/y/ en 7, de forte que 

& que l’on dévelope la cauftiqueTZ/iV en commençant ' 
au point 7; on décrira la courbe ILK. telle que la tangen- 
'* Art. 75. te FL fera *-continuellement égaie à la portion F H de 
la caufliqueplus à la droite 7/7, Et fi l’on conçoit deux 
rayons incident 6c réfléchi,5«i, mF infiniment près de7?A/, 
A//, 8c qu’ayant prolongé Fm en /, on décrive des centres 
/■, B les petits arcs MO, MR : on formera les petits trian- 
gles rectangles MOm, MRm, qui feront ferablables & 
égaux i car puifque l’angle 0»»A/=7'wïD=,R»îAf, &quc 
de plus l’hypotenule Mm eft commune, les petits côtés 
Om^ Rm feront égaux entr’eux. Or puifque Om eft la dif- 
férence de LM , 6c Rm celle de BM, 6c que cela arrive 
toujours en quelque endroit qu’on prenne le point A/ j il 
'*Art.^6, s’enfuit que A/Z — IAo\x AH-*~HF — MF fomme*de 
toutes les différences Ont dans la portion de courbe AM, 
'*Art.ç)6. eft = j?A/ — B A fomme * de toutes les différences ,R«r 
dans la même portion AM. Donc la portion HF de la 
eau (tique T/ZiVfera égale à BM— B A MF — AH. 

Il peut arriver diflPérens cas, félon que le rayon inci- 
dent B A eft plus grand ou moindre que BM, 6c aue le 

rénéchi 
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réfléchi y ^77 dévelope ou envelope la porcion HF pour 
parvenir en MF : mais l’on prouvera toujours, comme l’on 
vient de faire, que la difFcrence des rayons incidens ell 
égale à la différence des rayons réfléchis , en joignant à 
l’un d’eux la portion de la cauflique qu’il dévelope avant 
quede tomber fur l’autre. Par éxemple,. 5 .W; — BA=^MF F’c. 9,. 
^FH~AH\à'oh l’on x\tcFH=BM-BA^AH—MF. 

Si l’on décrit du centre B l’arc de cercle A Pi il efl: clair 94., 9^. 

S ue PM fera la différence des rayons incidcns .5 Af, B A. Et 
l'on fuppofe que le point lumineux B devienne infini- 
ment éloigné delà courbe.<^A/Z)j les rayons incidcns.ff.^, Fig. «kT. 
JBM deviendront parallèles, & l’arc AP deviendra une 
ligne droite perpendiculaire fur ces rayons. 

Corollaire II. 

III* S I l’on conçoit que la figure B AMD foit renver. Fig. 94, 
fée fur le même plan, en forte que le point B tombe fur 
le point 7 , Sequ’ainfi la tangente en de la courbe y^AfZ) 

dans fà première fituation , la touche encore dans cette 
nouvelle ; & qu’on faflè rouler la courbe aMd fur AMD, 
c’efl àdire fur elle même , en forte que les portions A/, 

AM foient toujours égales : je dis que le point .5 décrira 
dans ce mouvement une efpece de roulette JZK qui aura 
pour dévelopée la cauflique FFFN. 

Car il fuit de la génération , 1°. Que la ligne Z A 7 tirée 
du point décrivant Z au point touchant Af fera* perpen- *Art. 43. 
diculaire à la courbe 7 Z/C. 1*. Que La ou lA—BA, ic 
LM-=^BM. 5‘’.Queles angles faits par les droites A/Z, .ffAf 
fur la tangente commune en M font égaux j & partant que 
fl l’on prolonge Z A/ en Z, le rayon MF fera le réfléchi de 
l’incident BM. D’où l’on voit que la perpendiculaire 
'LF touche la cauftique HFN: Sc comme cela arrive tou- 
jours en quelque endroit qu’on prenne le point Z, il s'en, 
fuit que la courbe JZK eft formée par le dévelopement 
de la caufHque FîFN, plus la droite HJ. 

Il fuit de ceci que la portion FHo\x F Z —HJ=BM 
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-¥-MF — SA — AH. Ce que l’on rient de démontrer 

d’une autre manière dans le Corollaire précédent. 

Corollaire III. 

ÏIZ. S 1 la tangente Z) 2V devient infiniment proche de 
la tangente ) il ed clair que le point touchant JV, Sc 
celui d’interfeélion fT fe confondront avec l’autre point 
couchant F: de forte que pour trouver le point F où le 
rayon réfléchi MF touche la cauftiquc il ne faut 

que chercher le point de concours des rayons réfléchis 
infiniment proches Aff, mF. Et en effet, fi l’on imagine 
une infinité de rayons d’incidence infiniment proches les 
uns des autres , on verra naître par les interfèâions des 
réfléchis un poligone d’une infinité de côtés dontl’alIem< 
blagc compolêra la caullique HFH. 

Proposition I. 

, Problème ge'ne'ral. 

Fig, 97. iij. La. nature de la courbe AMD, le ■point lumineux B, 
^le rayon incident BM étant donnés t trouver fur le réfléchi 
MF donné de pofitioft , le point F où il touche la caujlique. 

Ayant trouvé par la fcéUon précédente' la longueur 
jWCdu rayon de la dévelopée au point Af, & prisTarcAf»* 
infiniment pietit, on tirera les droites ,5m, Cm,Fmi on dé- 
crira des centres F les petits arcs MR, MO, on mènera 

les perpendiculaires C£, C^, CG, Cg fur les rayons inci- 
dons & réfléchis j enfuite on nommera les données^ Af,/i 
ME ou MG, a. 

Cela pofé, on prouvera, comme dans le Corollaire pré- 
niier*,queles triangIesA//îiw, A/Owfontremblables&é- 
gaux j & qu’ainfi MR— MO. Or â caufe de l’égalité des an- 
gles d’incidence & de réflexion, l’on a auffi C£= CG, Ce 
—Cg » & partant CE — Ce ou £.^=CG — Cg ou SG. Donc 
à caufe des triangles fcmblablesif A/A & 

FGS, l’on a\xtiBM-^SE(2y~a). BM(y) :i 
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bu MO -H GS . MK ou MO MG (a) . . 

Si le point lumineux P tomboic de l'autre côte du 
point E par rapport au point M, ou { ce qui eft la même 
choie ) fi la courbe ctoit convexe vers le point lu- 

mineux P deviendroit négative de pofiti ve qu’elle ctoit, 

& l'on auroit par conféquént MF = . 

Si l’on fiippofe oue^ devienne infinie, c’efl: à dire que Fig. 96. 
le point P foit infiniment éloigné de la courbe y/ JUZ) > 
les rayons incidens feront parallèles entr’eux, 8c l'on aura 
MF= \ét , pareeque a efl nulle par rapport â 

Corollaire I. 

ïI 4 *Comme l’on ne trouve pour MF qu’une feule Fio. 94. 95. 
valeur dans laquelle entre le rayon de la dévelopée ; il 
s’enfuit qu’une ligne covLthc AMD ne peut avoir qu’une 
feule cauflique ffi?2v^parréfléxion,pui/qu’elle*n'aqu’une *Art. 80. 
feule dévelopée. 

Corollaire II. 

LoRSQUE>yiliZ)eftgéométrique, il eft clair ♦ que 8j. 
ladévelopée l’eft auffi, c’eftàdire que l’on trouve géomé- Fig. 97; 
triquement tous les points C. D’où il fuit que tous les 
points P de fa cauftique feront auflî déterminés géomé- 
triquement, c’eft à dire que la cauftique fera géo- F10.94. 95. 
métrique. Mais je dis déplus, que cette cauftique fera tou- 
jours réél:ifiable5 puiiqu’il eft évident* que l’on peut trou- no. 

ver avec le fëcours delà courbe qu’on fuppofê géo- 

métrique, des lignes droites égales â une de fes portions 
quelconque. ' ' ■ 

-Corollaire III. . ' ' 

1^6. Si la courbe AMD eft’ convexe vers le point lu- Fig. 97. 

mineux P j la valeur de MF ( fera toujours po- 

fitive i 8c il faudra prendre par confequent le point F du 

- Oij 
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côte du point C, par rapport au point Af, comme l’on 
a fuppofé en faifant le calcul. D’où l’on voit que les 
rayons réfléchis infiniment proches feront divergens. 

Mais fi la courbe AMD cft concave vers le point lu. 

mineux.ff,laTaleurde Afp J ferapofitivelorfque^ 

furpaflè négative lorfqu’il eft moindre, & infinie lorf- 
qu’il efl: égal. D’où il fuit que fi l’on décrit un cercle qui 
^ ait pour diamètre la moitié du rayon MC de la dévclopée, 
les rayons réfléchis infiniment proches feront convergens 
lorfque le point lumineux i? tombe au dehors de fa cir- 
conférence, divergens lorfqu’il combe au dedans , ôcenfia 
parallèles lorfqu’il combe deflus. 

Cou. 6'l l â I r e IV. 

117* S * 1 « rayon incident BM couche la courbe AMD 
au point Af, l’on auraA/£ = # i&parcanc A/i^=o. Or 
comme le rayon réfléchi efl alors dans la direclion de l’in- 
cident, &que la nature de la cauftique confifte â coucher 
cous les rayons réfléchis-, ils’eniuit qu’elle touchera aufli 
le rayon incident .fl A/ au point Af.* c’eftà dire que la cau- 
Aique & la donnée auront la même tangence dans le point 
M qui leur fera commun. 

Si le rayon MC de la dévelopée eft nul, on aura encore 
ME (a) = o-, ic partant MF=:=o. D’où l’on voit que 
la donnée & la cauftique font encr’elles dans le point M 
qui leur eft commun, un angle égal i l’angle d’incidence. 

Si le rayon CM de la dévelopée eft infini, le petit arc 
A/ot deviendra une ligne droite, & l’on aura MF=^y> 
puifque ME (a) étant infinie,^ fera nul par rapport â a. 
Or comme cette valeur eft négative lorfque le point ^ 
tombe du côté du point C par rapport i la W^ntAMD^ 
& pofitive lorfqu’il combe du côté oppofé } il s’enfuit que 
les rayons réfléchis infiniment proches feront tpujours di- 
vergens lorfque la ligne AMD eft droite. 
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!• Coaoi.LAlR.E V. 

Il8. Il ed évidenc que deux quelconques des trois 
points SyC, Ft étant donnes, on trouvera facilement le 
troificme. 

Soit, 1°, la courbe une parabole qui ait pour foyer Fie. 98. 

le point lumineux B. Il eft clair par les élémens des fe- 
rions coniques, que tous les rayons rcâcchis lêront.pa. 
ralleles à l’axe -, & partant que MF fera toujours infinie en 
quelque endroit que l’on fuppofe le point M, On aura 
donc a = 2y : d’où il fuit que fi l’on prend double de 
MByCc qu’on mene la perpendiculaire EC> elle ira cou- 
per .A/Cperpendiculaire à la courbe AMI>^ en un point C 
qui ferai la dévelopce de cette courbe. 

Soit z“. la courbe j 4 MD une ellipfe qui ait pour un de Fie. 99. 
fts foyers le point lumineux . 5 . 11 ed encore clair que tous 
les rayons réfléchis MF fe rencontreront dans un même 
pointé" qui fera l’autre foyer. Et fi l’on nomme l’on 

aura*i^=^^; d’où l’on tire la cherchée *Art. iij. 

Mais fi la courbe AMD ed une hyperbole, le foyer F tom- Fie. no. 
bera de l’autre côté 5 & partant MF (î^) deviendra néga- 
tive ; d’où il fuit qu’on aura alors ME (a) = ou 
Ce qui donne cettç condruélion qui fert aufij pour 
l’elliplè. 

Soit prifë A/£ quatrième proportionnelle au demi- axe F1c.99.100. 
traverfant, & aux rayons incident & réfléchi ; foit me- 
née la perpendiculaire EÇ ; elle ira couper la ligne MC 
perpendiculaire à la féélion , en un point C qui fera à la de- 
yelopée. 

Exemple I. 

119* Soit la courbe>^Af 7 ?uncparabole,dontles rayons Fic. 101. 
incidens PM foient perpendiculaires fur fon axe AP. 11 
faut trouver fur les réfléchis les points F où ils tou. 
chent la caudique AFK- 

■ O iij 
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Il eft clair que fi l’on mene le rayon MC de la dcve* ’i ’ . ' • 

lopëe, & qu’on tire la perpendiculaire CG fur le rayon J- 
réfléchi MF., il faudra ^ prendre MF égale à la moitié de 
MG. Mais cette conftrudion fe peut abréger, en confidé- 
ranc que fi l’on mene A/iVparallele à l’axe yiP, & la droite 
ML atf foyerZ ; les angles ZAf Z’, FMN feront égaux , 
puifque par la propriété delà parabole LMQ=^J^N, Sc 
par la fiippofition/* Si donc l’on ajoute de 

part & d’autre le meme angle PMF , l’angle zÂfi? fera 
égal à l’angle PMN., c’efl: à dire droit. Or l’on vient de 
démontrer* que LM perpendiculaire fur jVfZ rencontre 
le rayon MCde la dévelopéeenfon milieu W. Si donc l’on 
mene A//^paralleIe'& égale à Zf/, elle fera un des rayons 
réfléchis , Sc touchera en F la cauftique .AFK. Ce qu’il 
falloir trouver. 

Si rôn'fuppolè que le rayon réfléchi MF fbit parallèle 
à l’axe y^P, il eft évident que le point F de (a cauftique 
/êra le plus éloigné qu’il eftpofllblc de l’axe .AP, puifque 
la tangente en ce point lêra parallèle à l’axe. Afin donc 
de déterminer ce point dans toutes les cauftiques , telles 
que A FJC, forniées par des rayons incidens perpendiculai. 
res à l’axe de la courbe donnée, il n’y a qu’à confidérer 
que A/'/’ doit être alors égale ài^û;^CcquidonDe<^=<ijif, 

Soit ax ==//, on aura ^ dx , d’où l’on tire 

yiP (x) = : c’eft à dire que fi le point P tombe au 

foyer Z, lerayonréfléchiAfZferaparalleleàraxe. Ce qui 
eft d’ailleurs vifiblc j putfqHe dansce cas MP fc confondant 
avecLM, il faut auflî que A/i'’ fe confonde avec MN,S<Zfi 
avec LQ^ D’où l’on voit que MFed alors égale à ML ; fie 
partant que fi l’on mene FR perpendiculaire fur l’axe, on 
amaARotxytL’i-MF^^a. On voit aulfi que la portion 
.A F de la cauftique eft’ égale en ce cas au parametrei puifi. 
qu’elle eft toujours * égale à '/? A/ 

Pour déterminer le point K où la cauftique .AFK ren- 
contre l’axe AP.^ il faut chercher la valeur de ZfO, fie l’d- 
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•■.'égaler â celle de Mfi car il eft vifible que le point F 
toq^banc en K, les lignes MF, MO deviennent égales 
i|;èntr’elles. Nommant donc l’inconnue MO,ti l’angle 
J* MO coupé en deux également par Ji^^perpendiculai- 

re à la courbe , donnera MP (y) . MO (t) : : )- 

0Q=='^. & partant OP = , à cau- 

fe du triangle réélangle MPO > Sc divifant de part & d’au- 
tre par t y, on trouve ^ 

MO (t) MF ( \a) 77. 

ME faj= ‘1'^* donne — 2 ydily — dx^, 

qui lërvira à trouver le point P tel que menant le rayon 
mcident PM & le réfléchi AfF, ce dernier touche la cau- 
ltique./<2Xau point /Coà elle rencontre l’axe AP. 

X . î 

On a dans la parabole = x^, dy = {x '■dx , ddy 
= ^x’^^dx'i & mettant ces valeurs dans l’équation 

précédente, on trouve ^dx’--*-\x * dx’’ = dx^ -, 

d’où l’on tire AP (x) = i du paramétré. 

Pour trouver la nature de la cauftique AF K à la maniè- 
re de Defcartes , il faut chercher une équation qui expri- 
me la relation de la coupée y^ü(«), à l’appliquée RF{^t)-, 

ce quife fait en cette forte. Puifque MO (/) = > 

l’on aura PO J = & à caufe des triangles 

femblables MPO, MS F, on formera ces proportions MO 

(~^) 

:: MP [y). MS {y — kJ — . 

SF o\xPR[u-‘x) = . On aura donc ces deux 
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équations ^=>' -4- ,&* = ■« h- , qui Ter- ’*• j 

virent avec celle de la courbe donnée à en former uno 
nouvelle où x & ne fe trouveront plus, & qui expri- 
mera par confequent la relation de AR (m) à FR CzJ. 
Lorfque la courbe efl une parabole, comme 

l’on a fuppofe dans cet exemple, on trouvera 

— ax~, ou (en quarrant chaque membre) *x — éxx -i-jfx* 
e= Sc U = jx f d’où l’on tire l’équation cherchée 
xx.x^— — janu qui exprime la nature de 

la cauftique y^F/C. On peut remarquer que PR cft tou- 
jours double de AP, puifque>^Jî (f>)— ; ce qui four- 

nit encore une nouvelle manière de déterminer fur le 
rayon réfléchi A/R le point cherché P. ^ 

Exemple II. 

Fie, 101 . Soit la courbe AAfD un demi-cercle qui ait pour 
diamètre la ligne >^Z), & pour centre le point Cj Ibient 
les rayons incidens PM perpendiculaires fur AD. 

Comme la dévclopée du cercle fe réunit en un feul 
*Art.n}. point qui en eft le centre, il s’enfuit* que fi l’on coupe le 
rayon CMendeux également au point H,&qu’onmenc 
HP perpendiculaire furie rayon rcBécbi Mp, il coupera 
ce rayon en un point P, où il touche la caufiique AFK. 

11 cfi clair que le rayon réfléchi Mp eft égal i la moitié 
de l’incident PM-, d’où il luit, i°. Que le point P tom- 
bant en C, le point F tombe en /C milieu de CB. i®. Que 
la portion AF cft triple de MF, & la cauftique AFK 
triple de BK. On voit aulll que fi l’on fait l’angle 
demi-droit, le rayon réfléchi MFiera. parallèle à AC'yix. 
partant que le point F fera plus élevé au deflùs du dia- 
mètre que tout autre point de la cauftique. 



tre 
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*:.tre C & du rayon CK ou C/f , moitié de CAf , le cercle 
'KHGi l’arc //inféra égal à l’arc ff/C; car l’angle CAfi? 
étant égal à CMP ou HCKt les arcs | H’/’, H K qui mefu- 
rent ces angles dans les cercles KHGy feront en- 

tr’eux comme les rayons \MH^ HC de ces cercles. D’où 
l’on voit que lacauftique une roulette formée par 

la révolution du cercle mobile MFH autour de l’immo- 
bile /C/fG, donc l’origine eft eniC, &lefommecen.<^. 

Exemple III. 

* > 

lll. Soit la courbe AMD un cercle qui ait pour dia- Fie. loj. 
métré la ligne AD , & pour centre le point C > foit le 
point lumineux , d’où partent tous les rayons incidens 
AM, l’une des extrémités de ce diamètre. 

Si l’on mene du centre C fur le rayon incident la 
perpendiculaire CA: il eft clair par la propriété du cercle, 
que le point E coupe en deux parties égales la corde 
AMi & qu’ainfi ME (a) = \y. On aura donc MF 

= c’eft à dire qu’il faut prendre le rayon réfléchi 
MF égal au tiers de l’incident AM. D’où l’on voit que 
DK=‘\AD,CK = \CD , & que * la cauftique * Art. us. 
= J AD, de même que fa portion = ^AM. Si l’on 
prend AM =-AC, le rayon réfléchi MF fera parallèle 
au diamètre ADi & par conféquenc le point F fera. Je 
plus élevé qu’il foit poffible au delliis de ce diamètre. 

Si l’on prend CM=jCM, & qu’on tire HF perpen. 
diculaire fur MFile point F fera à la cauftique : car me- 
nant HZ perpendiculaire fur AM , il eft clair que MZ 
s= ^ME= J AM, puifqueAfH= jCA/. Le cercle qui 
a pour diamètre MH, paflera donc par le point F de la 
cauftique-, & fi l’on décrit un autre cercle KHG du cen- 
tre C, Sedu rayon CK o\xCH, il lui fera égal, & l’arc /LK 
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lcra cgal à l’arc H F : car dans le triangle ifofceleCJl/j^- 
l’angle externe KCH= 2 CMA=AMF ; & partant les 
arcs HKs H F melures de ces angles dans des cercles c- 
gaux , feront aulll égaux. D’où il fuit que la caudique 
encore une roulette décrite parla révolution du 
cercle mobile MF H autour de l’immobile KHG ^ donc 
l’origine eft enX, ôc le fommet en^^. 

On pourroit encore prouver ceci de cette autre ma- 
nière. Si l’on décrit une roulette par la révolution d’un 
cercle égal au cercle A MD autour de celui ci, en com- 
mençant au point l’on a démontre dans le Corollaire 
*Art. ui. fécond *qu’elle aura pour dévelopée la cauftiquey^i^/C.Or 
* An. loo. ♦ cette dévelopée eft une roulette de meme efpece, c’eft 
à dire que les diamètres des cercles générateurs en fe- 
ront égaux i & on déterminera le point K en prenant CK, 
troifiéme proportionnelle à CD -^DA 5c à CD, c’eft à dire 
égale à - CD. Donc, &c. 

Exemple IV. 

Fig. 104. 111. §oiT la courbe AMD une demi.roulette'^ordinai- 
re décrite par la révolution du demi cercle NGM fur la 
droite BD., dont le fommet eft en & l’origine en D î 
foient les rayons incidens KM parallèles à l’axe AB. 

*An. 9 j. Puifqiie *MG eft égale à la moitié du rayon de la déve- ^ 
*An. 113. lopéc, il s’enfuit* que fi l’on mene CF perpendiculaire fur 
le rayon réfléchi A//’, Icpoinc jFfcraàlacauftiqueDi^J?. 
D'où l’on voit que MF doit être prife égale à KM. 

Si l’on mene du centre //du cercle générateur vï/G/V 
au point touchant G, 6cau point décrivant /V/, les rayons 
//G,//AT jileft clair que/fG fera perpendiculaire furiîD, 
& que l’angle Gzi///=/i/G//= G MK: d’oi' l’on voit que 
le rayon réHcchi AfF pafle par le centre //. Or le cercle 
qui a pour diamètre G//, pafle aufll par le point /jpuifque 
l’angle GF H eft droit. Donc les arcs GF/', \GF, mefures du 
meme angle CHN^ feront entr’eux comme les diamétrcf 
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M 77 ^GH de leurs cerclesj Sc partant l’arc GF = GN 
= GB. Il eft donc évident que la cauHique DF B eft 
une roulette décrite par la révolution entière du cercle 
GF H fur la droite BD. 

Exemple V. n 

Soit encore la courbe AMD une demi roulette Fio. 105. 
ordinaire, dont la balè BD eft égale à la demi-circonfé- 
rence AN B du cercle générateur. Et foient à préfent les 
rayons iticidens T’/W parallèles à la bafe BD. 

Si l’on mene G.^perpendiculaire lùr PM.^ les triangles 
réclangles GQ^M BP N feront égaux &femblables j & 
partant MQ^z=. PN. D’où l'on voit * qu’il faut prendre *Art.<)^. 
.^T’égale à l’appliquée correfpondante /’A^dausledemi- 
cercle générateur A NB. 

Afin que le point F Ibit le plus éloigné qu’il eft pofiî- 
ble de l’axe.^.ff, il faut que la tangente Mp en ce point 
foit parallèle à cet axe. L’anglei’yJ^f fera donc alors droit, 
fâ moitié P MG ou PNB demi droit; & partant le point 
P tombera dans le centre du cercle AND. 

C’eft une choie digne de remarque, que le point P 
approchant enfuite continuellement de l’extrémité 7 ?, le 
point F approche auffi de l’axey ^.5 julqu’à un certain point 
A, après quoi il s’en éloigne jufqu’enZ); de forte que la 
cauftiquey^T'A'T'D a un point de rebroufiTement en K.. 

Pour le déterminer, je remarque *que la portion AF » no. 
— PM-i- MF, la portion la portion ni. 

KF delà partie AF£), eft —HL-^LK—PM—MF: d’où 
, 1 ’on voit que HL LK doit être un plus grand. C’eft 
pourquoi nommant AH,x\HI,y> Visse Al, «; l’on aura 
HL LK = u -*‘2y, dont la diflFcrence donne du zdy 

= » , & ^ ■+■ 2dy = O, en mettant pour du la valeur 

•• d’où l’on tire adx — — 2)‘dy = 2xdx — 2adx à caule 

du cercle j & partant AH fxj = {a. 

P -i 
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Corollaire. 

114 * L’espace AFM ou renfermé par les 

portions de courbes AF ou AFKF^ AM^ & par le rayon ré. 
riéchi MF^ eft égal à la moitié de l’elpace circulaire 
Car fa difFcrence, qui eft le féefteur FMO , eft égale à la 
moitic^du réclanglc différence de l’cfpace 

puifquë les triangles rcdangles MQm, MKm étant égaux 
& femblables , MO fera égale à MR ou NS ou & que 
de plus AFF c= PN. , 

Exemple VI. 

Fig. 106. iij. 3 oit la courbe AMD une demi- roulette formée 
par la révolution du cercle ^/GA^autour de fon égal^G/C, 
dont l’origine eft en & le fommet en D i fuient les 
rayons incidens^^yi/ qui partent tous du point A. La li- 
gne B H qui joint les centres des deux cercles générateurs, 
paflè continuellement par le point touchant G , 5c les arcs 
GM^GA comme auffi leurs cordes, font toujours égaux } 
ainfi l’angle fIGM=BGA, 5c l’angle GMA^GAM. Or 
l'angle HGM-^bgA^GMA-^-GAM-, puifqu’ajoûtant 
de part 5c d’autre le même angle AGAF ^ on en forme deux 
droits. Donc l’angle HGM fera toujours égal à l’angle 
GM Ai 5c partant auflî à l’angle de réfléxion GMFi d’où 
il fuit que MF pafîe toujours par le centre H du cercle 
mobile. 

Maintenant fi l’on mené les perpendiculaires C£, GO fur 
le rayon incident A/; il eft clair que MO^OA^ 5c que 
*Art. 100 . 0E= jOAFi puifque* le point C étant à la dévelopée, 
GC = 7 GM. On aura donc ME = y AM, c’eft â dire 
<* =yj'î 5c par conféquent A/F d’où l’on 

voit que fi l’on mene GF perpendiculaire fur A/F, le point 
F fera à la cauftique AFR. 

Le cercle qui a pour diamètre GF/, paflè par le point F» 
5c les arcs GAf, | GF, mefures du meme angle GHM, étant 
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entt’eux comme les diamètres iVfiV, GH de leurs cercles, 
l’arc GF fera égal à l’arc GM ^ & par confèquenc à l’arc 
GA. D’où U eft évident que la caudique AF K eft une 
roulette décrite par la révolution du cercle mobile 777G 
autour de l’immobile AGK. 

C 0 R.OLLAI R.E, 

S I 1 ’on décrit un cercle quk ait pour centre le 
point ,5, & pour rayon une droite égale à B H ou AK ; 

& qu’il y ait une infinité de droites parallèles d B'D qui 
tombent fur fa circonférence: il eft vifible* qu’elles for- * ^rt. no. 
meront en (e réftéchiftant la même cauftique AFK. 

Exemple VII. 

Soit la courbe AMDvtnz logarithmique fpira- Pio. 107 . 
le, avec les rayons incidens,/^Af qui partent tous du cen- 
tre A. 

Si l’on mene par l’extrémité C du rayon de la déve. 
lopée la droite CA perpendiculaire fur le rayon inci- 
dent AM^ elle le rencontrera ♦ dans le centre A. C’eft *Art, 91 . 

]^ourq\ioi AM J î&partantMJF Le 

triangle AMF fera donc ifofcelei & comme les angles 
d’incidence & de réfléxion AMT., F MS font égaux en- 
treux, il s’enfuit que l’angle eft égal à l’angle 
D’où il eft clair que la cauftique AFK fera une logarith- 
mique fpirale qui ne différera de la propoiêe AMD que 
par fa pofîtion. $ 

Proposition II. 

Problème. 

X.A caufiique HF par réflexion étant donnée avec le Pic. loS.* 
foint lumineux B ; trouver une infinité de courbes telles que 
AM , dont elle fait cauftique far réfléxion. 

Ayantprisà diferétion fur une tangente quelconque/7.,^ 
le point pour un des points de la courbe cherchée 

P iij 
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on décrira du centre ^,de l’intcrvale l’arc de cercît;i, 
AP ^ & d'un autre intervale quelcoinjue BM ^ un autre' 
arc de cercle. Et ayant pris AH HE— BM — B^.om 
PM^ on dëvelopera lacauftique //F en commençant au 
point Ei & l’on décrira dans ce mouvement une ligfie 
courbe EM qui coupera l’arc de cercle décrit du rayon 
*Art. no. BM, en un point A-I qui fera * à la courbe Car par 
conftrudion P M -**MF — AH H F. 

Ou bien ayant attaché un fil .^A/Fparfes extfémitCE en 
.5&en F, on fera tendre ce fil par le moyen d’un flile placé 
enM, que l’on fera mouvoir en forte que l’on envelopcra 
par la partie A/F de ce fil la cauftique H F ; il eft clair que 
ce fille décrira dans ce mouvement la courbe cherchée 
MA. _ ■ 

Autae Solution. 

**•9* Ayant tiré à diferétion une tangente FA/autre 
que HA , on cherchera fur elle un point A/, tel que BM 
^ MF=BA -*-AH-*- HF. Ce qui le fera en cette forte. 

So\ZŸ^\(t FK=BA -*-AH-^HF,!i{.dW\(3.nzBK par le 
milieu en G, foit tirée la perpendiculaire GA/ .-elle rencon- 
trera la tangente FM au point cherché A/. Car.ff A/=A/K'. 

Fig. 109. Si lepoint .5étoit infiniment éloigné de la courbe AM., 
c’eftàdire que les rayons incidens.ff>/, .5 A/ fuflent parai- 
leles i une ligne droite donnée de pofirion j la première 
conftrudion auroit toujours lieu , en confidérant que les 
arcs de cercles décrits du centre .S deviennent des lignes 
droites perpendiculaires fi|f les rayons incidens. Mais cet- 
te derniere deviendroit inutile j c’eft pourquoi il faudroic 
lui fubftituer celle qui fuit. 

Soit prife FK=AH-*~HF. Ayant trouvé le point A/ tel 
que A/T’ parallèle à AB perpendiculaire fur..^F, foit égale 
*Art.i\n. à A/ /C: il eft clair* que ce point fera à la courbe cherchée 
A Mi puifque PM-i-MF=AH-*^ HF. Or cela fe fait ainfi. 

Soit menée KG perpendiculaire fur y/F» & ayant pris 
KO — KG, foient tirées FF parai iele à OG, & FiS/’paralle- 
Je à GK ‘ je dis que le point A/ fera celui qu’on cherche. 
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Çarjl caufe des triangles femblables GKO, P MK , l'on 
dura PM= MK > puifque G K = KO. 

Si.Ia'cauftique HF le réuniflbit en un point, la courbe 
iîfeviendroit une feélion conique. 

•# 

Corollaire I. 

130* Il eft clair que la courbe qui pafle par tous les 
points K ,'cft formée par le dévclopemcnt de la courbe 
HF en commençant en.//, & qu'elle change de nature à 
mefure que le point ^4 change de place fur la tangente 
AH. Donc puifque les courbes //A/naiflent toutes de 
ces courbes par la même conftruélion, qui eft géométri- 
que i il s’enfuit*qu’clles font d’une nature differente en- *Art. 108 . 
tr’clles, & qu’elles ne font géométriques que lorfque la 
cauftique HF eft géométrique & réélifiable. 

Corollaire II. 

*3*‘ILJne ligne courbe 7) A^étant donnée avec un point Fig. no. 
lumineux Cj trouver une inhnirede lignes telles que 
en forte que les rayons réfléchis DA, NM fe réuniflènr en 
un point donné P, apres s’être réfléchis de nouveau à la 
rencontre de ces lignes AM. 

Si l’on imagine que la courbe HF fuit la cauftique de 
la donnée Z) iV, formée par le point lumineux Ci il eft 
clair que cette ligne H F doit être aufl'i la cauftique de la 
courbe AM ayant pour point lumineux le point donné B î 
de forte que FK=^BA-^AHor HF , & NK— BA^AH 

HF ~^- FN—BA-^ AD -*• DC — CN, puifque* // 7 ) •Art.u'i. 
•*-DC — HF-^FN-*-NC. Ce qui donne cette conftru- 
éfion. 

Ayant pris à diferétion fur un rayon réfléchi quelconque 
le point.^pour un des points de la courbe cherchée AM, 
on prendra fur un autre rayon réfléchi NM tel qu’on vou- 
dra, la partie NK=^BA-^AD -^DC — CN i 5c l’on trou- 
vera le point cherché A7 comme ci-dellus , art. 1 ip. 
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Section VII. 

Ufage du Calcul des différences pour trouver Ut ’ '■ ^ 
Caujîiques par réfraéhon. 

De’ FINITION. 

Fie. III. l’on conçoit qu’une infinité de rayons 5 D, 

^qui partent d’un même point lumineux £,fe rompent i 
la rencontre d’une ligne courbe en s’approchant 

ou s’éloignant de lès perpendiculaires MC, en forte que 
les finusC£des angles d’incidence CjV/£, foient toujours 
aux finus f G des angles de rcfracbionCA/G,en même rai- 
Fic. III. fon donnée de m à ni la ligne courbe HFN que touchent 
tous les rayons rompus ou leurs prolongemens..^//, MF, 
DN, appellée Caujlique far réfraiiion. 

COR.OLLAI RE, 

13^* S I l’on envelope la cauftique HFN en commen- 
çant au point l’on décrira la courbe telle que la 
tangente LF plus la portion Z// de la caullique fera con- 
tinuellement égale à la même droite Et fi l’on con- 
çoit une autre tangente Zwi/ infiniment proche AcFML, 
avec un autre rayon d’incidence Bm , &: qu’on décrive des 
centres t\ Z, les petits arcs MO,MR: on formera deux pe- 
tits triangles rédanglesA/A»i,A/ 0 »» qui feront femblables 
aux deux autres MEC, MGC, chacun â chacun -, puifquc fi 
l’on ôte des angles droits RME, CMm le même angle 
EMm, les angles reftans KMm, EMC feront égaux 5 & de 
même fi l’on ôte des anglcsdroits G^/O, CMm le même 
angle G Mm, les reftans O Mm , G MC feront égaux. C’eft 
pourquoi Rm . Om : : CE . CG :: m. n. Or puilque Rm eft 
la différence de Ow celle de LM> il s’enfuit* que 
BM — Byi fomme de toutes les différences Rm dans la 
portion de courbe y^M, eft à MZ ou — MF — FM 
fomme de toutes les différences Om dans la même por- 
tion. 
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’XxoTij4Mi comme »z cft à « j & panant que la portion 

FH= AH — MF BM. 

fn m 

• Il peut arriver difFérens cas , félon que le rayon inci- 
dent eft plus grand ou moindre que .5 A/, & que le 
rompu AH envelope ou dcvelope la portion HF : mais 
on prouvera toujours, comme l’on vient de faire , que la 
différence des rayonsincidens eftà ladifFérence des rayons 
rompus (en joignant à l’un d’eux la portion de la caufH- 
que qu’il dévelope avant que de tomber fur l’autre) com- 
meweftà n. Par exemple, .5./^ — BM.AH — MF — F H Fig, m. 

î:m.n. d’où l’on tire FH=AH-MF-^ - BM~ - B A- 

m tf» 

Si l’on décrit du centre 5 l’arc du cercle il eft clair Fie. m. 
que /* A/ fera la différence des rayons incidens B M, B A. Et 
il l’on fuppole que le point lumineux B devienne infini- 
ment éloigné de la courbe.,^ A/D, les rayons incidens^..^, 

J? A/deviendront parallèles, & l’arc AP deviendra une li- 
gne droite perpendiculaire fnr ces rayons. 

Proposition I. 

Problème général. 

*33* La nature de la courbe AMD , le point lumineux B, Fig. iii. 
Ô" le rayon incident B M étant donnés > trouver fur le rayon 
rompu MF donné de pofition , le point F où il touche la caufti- 
que par réfrailion. 

Ayant trouvé ♦ la longueur MC du rayon de la dévelo- * J* 
pée au point donné A/, Sc pris l’arc Mm infiniment petit , 
on tirera les droites^»», Cm^Fmi on décrira des centres 
B,F^ les petits arcs MR , A/O J on mènera les perpendi- 
culaires C£, Ce, CG^ Cg fur les rayons incidens & rompus j 
& l’on nommera les données BM^y ; ME, aiMG^ bitc 
le petit arc MR , dx. Cela pofé. 

Les triangles rédtangles ièmblables MEC & MRm, 

MGC & MOm, B MR & BQe , donneront ME (a). MG 

(b) MR (dx). MO Et BM (y) . B^o\x BE 

CL 
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iii .1 O. ». i ^ ^ . •»•.■.■* 

{J^ a) :: MR (dx).£li= Or parja po-vV^'-^ 

prière de la rcfradion Cr . Cg ; : CE . CG ; ; ru .ji:.*- Èt 'pM 
tant m . n :: Ce — CE ou Qe ( Cg’^ CG dü 
.Donc à caufe des triangles rèdanglesfem* 
blablesF/MO & F.%ron aura MO - 5g( *” 

MO^) :: MS ou il/G C» 

qui donne cette conftruchon. 

Soit fait vers CA/ l'angle ECU = GCA/, & foit prife 
vers MK = — . Je d is que fi l’onYait H K . H E :: MG. 

2vîF. le point F fera à la cauftique par refradion. 

Car à caufe des triangles lèmblablesCGA/,C£/i',l’on aura 
CG. CE r. n. tm :: MG (h) .EH= ^ . D 'où l'on tire ff E^ME 
ou , HM—MK ou HK . 

& partant HK ^E (*-^) :: MG (b). ' 

MF = 7 

* bmy — mny — MMn 

Il eft clair que fi la valeur de HK eft négative, celle de 
MF le lera aulfi : d’où il fuit que le point M tombe entre 
les points G, i?, lorfque le point H fe trouve entre les 

points Ky £. . , A f 1 • » 

Si le point lumineux B tomboit du cote du point £, 

’ ou ( ce qui eft la même choie ) fi la courbe .^M D étoit 
concave du côte du point lumineux B \ j^deviendroit ne» 
pativede pofitive qu'elle ctoit auparavant, & 1 on auroit 
^ _ -w»r **"»r 

par conlequent MF = ■_ ^my 4- «"j' — — anj ■+• »«»• 

Et la conftrucftion demeureroit la même. 

Si l'on fuppofe que^ devienne infinie; c’eft à dire que le 
point lumineux B loit infiniment éloigné de la courbe 
AMD j les rayons incidens feront parallèles entr'eux, & 

l'on aura JWTi^ïs: > pareeque le terme aan fera nul 
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• ÿar rapport aux deux autres ùmy, any > 6c comme MK (— ) 

■••i’cvanbuit alors, il n’y aura qu’à iz\xtH.M.H.E:tMG.MF. 

*■ ■ ■' * • C O R. O L L A I R. £ I. 

* m- O N démontrera , de même que dans les caudi- 

ques par réflexion ♦, qu’une ligne courbe A/Z) n’a qu’une * j 4 n . 114. 
feule caudique par réfraâion, la raifon de m à » étant “î- 
donnée; laquelle caudique ed toujours géométrique & ré- 
âiiiable,lorfque la courbe propofée>4 Af £) cd géométrique. 

CoR.OLLAia£ II. 

^3 J* S I -le point E tombe de l’autre côté de la perpen. 
diculaire MC par rapport au point G , & que CE foit 
égale à CG i il ed clair que la caudique par réfratdion fe 
cnangera en caudique par réfléxion. En effet on umtclMP 

puifque «=a, &que.* devient 

négative de pofitive qu’elle étoit,& de plus égale à b. Ce 
qui s’accorde avec ce qu’on a démontré dans la feélion 
précédente. 

Si m ed infinie par rapport à«j il ed clair que le rayon 
rompu MF tombera fur la perpendiculaire CM; de forte 
que la caudique par réfraâion deviendra la dévelopée. 

En effet on aura A/Z=^, qui devient en ce cas A/C; c’ed- 
à-dire que le point F tombera fur le point C, qui ed à la 
dévelopée. 

CoAOttAIR.E III. 

15 ^* S I la courbe AMD ed convexe vers le point lumi- 
neux .B, & que la valeur de MF 

pofitive } il ed clair qu’il faudra prendre le point F du 
même côté du point G, par rapport au point M, corn- 
me on l’a fuppofé en faifant le calcul ; & qu’au contraire 
fî elle ed négative, il le faudra prendre du côté oppofé. 

Il en ed de même lorfque la courbe AMD ed concave 
vers le point.Bi rnaisilfaut obferver qu'on aura pour lors 

Q.Ü 
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MF fuicque les rayons rompus •'.•;;; 

infiniment proches font convergens lorfque la valeor de . 
MF eft pofitivc dans le premier cas, & négative dans le 
fécond :& qu’au contraire ils lont divergenslorfqu’elleefl: 
négative dans le premier cas , & pofiuve dans le lécond. 
Cela pôle -, il ell évident , 

i". Que fi la courbe AMD eft convexe vers le point 
lumineux B, & que m loit moindre que n ; ou que fi elle 
eft concave vers ce point, & que m furpafle n ; les rayons 
rompus infiniment proches leront toujours divergens. 

i°.Quefi la courbcy^A/Deftconvexe vers le point lumi. 
neux que»» furpafle ni ou que fi elle eft concave vers 
ce point, & que m loit moindre que »; les rayons rompus 
infiniment proches feront convergens, lorfque 

eft moindreque — aoua — divergens, lorf. 

qu’elle eft plus grande -, & parallèles, lorfqu’elle eft égale. 

Or comme MK =°, lorfque les rayons incidens font pa- 
rallèles, il s’enfuit qu’en ce cas les rayons rompus infini-' 
ment proches feront toujours convergens. 

Corollaire IV. 

*37* S I le rayon incident BM touche la courbe 
au point A/, l’on aura M£{ii) = oiS<. partant MF — b. 

Ce qui fait voir que le point A tombe alors fur le pointe;. 

Si le rayon incident BMc{t perpendiculaire â la courbe 
AMD, les droites Mb[a) & MG {b) deviendront ega- 
les chacune au rayon CA/ de la dcvelopée j puifqu’elles le 
confondent avec lui. On aura donc AfA = . 

my — ny 

qui devient lorfque, les rayons incidens font parallè- 

les entr’eux. 

Si le rayon rompu MF touche la courbe A MT) au point 
M, l’on aura MG {b) — o. D’où l’on voit que la cauftiquc 
touche alors la courbe donnée au point m. 
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' ' Si le rayon CM de la dcvclopce eft nul ; les droites 
.(,rf ) , MG[ù) feront aulfi égales à zéro j & par confe- 
quent les termes aan, bhmy (ont nuis par rapport aux au- 
tres hmy, any. D’où il fuit que MF = 0 ; & qu’ainfi la cau- 
ftique a le point yi/ commun avec la courbe donnée. 

Si le rayon CM de la dévelopée eft infini-, les droites 
■ME{a)^ MG{b) leronc aulfi infimes^ & par-conléquenc 
les termes bmy^ any (eront nuis par rapport aux autres 

aan^ bbmy : de lorte qu’on aura MF — Or ♦corn* *Art.m. 

' * m^aan 

me cette quantité eft négative lorlque l’on luppofe que 
le point F tombe de l'autre cote du point B par rapport 
d la ligne AMD,Sc qu’au contraire elle eft pofitivc lorfi. ' 

qu’on luppole qu’il tombe du même cote j il s’enfuit *que *Art. ijtf. 
l’on doit prendre le point F du même cote du point i?, 
c’eft-à- dire que les rayons rompus infiniment proches lonc 
divergens. Il eft évident que le petit arc Mm devient alors 
une ligne droite, & que la conftrudion precedente n’a 
plus de lieu. On peut lui lubftituer celle ci , qui fervira 
à déterminer les points des cauftiques par réfradion lorfi 
que la ligne AMD eft droite. 

Ayant mené^O perpendiculaire fur le rayon incident Fie. 114. 
BM^ & qui rencontre en -O la droite mC perpendiculai- 
re fur ADi on tirera OL perpendiculaire fur le rayon 
rompu AIG, & ayant fait l’angle.BO/7 égal à l’angle ZO/i/, 
on ternBM BFi :i ML.MF. Je dis que le pointT^lera à 
la cauftique par. réfradion. 

Car les triangles icô.a.ng\es MEC&cMBO,MGCSiCAït.O 
lcront toujours femblables de quelque grandeur que l’on 
fuppolè CM-, & partant lorfqu’ellc devient infinie, l’on 
aura encore ME {a) . MÇ{b):: BM{y) .ML Et à 

caufe des triangles lêmblables üLM, OBFl, l’on aura aulfi 
O L . OB [n.m) :: ML J. 577= ^ . D’où Ion voit que 


Q^iij 
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C O A O L L A I A E V. ' ' 

138. I L eft clair que deux quelconques des trois points 
B y F , étant donnes, on peut facileraenc trouver le 

troidéme. 1 

Exemple L 


Fi«. 115. ij9. Soit la. courbe AMD un quart de cercle qui ait 
pour centre le point Ci foient les rayons incidens BAy 
BM^ BD parallèles entr’eux , & perpendiculaires fur CD* 
loir endn la raifon de m â » , comme ; à a, qui e(l celle 
que fbuffrenc les rayons de lumière en paflant de l’air dans 
le verre. Puifque la dcvelopce du cctclcAMD fe réünit 
en un point C qui en eft le centre, il s’enfuit que fi l’on 
décrit une demi circonférence MEC qui ait pour diamè- 
tre le rayon CM, & qu’on prenne la corde CG = \CEi 
la ligne MG fen le rayon rompu , fur lequel on détermi- 
nera le point/", comme l’on a enleigné ci-devant art. 133. 

Pour trouver le point Moù le rayon incident /y/ per- 
pendiculaire fur AMD touche la cauftique par réfra- 
'^Art. 137. élion.l’on aura fi l’on décrit 

une demi. circonférence CND qui ait pour diamètre le 
rayon CZ>, & qu’on' prenne la corde CN=^CD j il eft 
*Art. 137. clair * que le point Ff /cra à la cauftique par réfradion, 
puifque le rayon incident BD touche le cercle AMD au 
point D. 

*Art. 131. Si l’on mene AP parallèle à CD 5 il eft vifible*que la 
portion F H= AH — MF — ^PM: de Ibrteque la cau- 
ftique entière HF 2 ^=\CA — DN=^-=^CA. 

Fie. iu>. Si le quart de cercle AMD eft concave vers les rayons 
incidens BMy & que la raifon de m â n foit de z ij i on 
prendra fur la demi-circonférence CEMqai a pour dia- 
mètre le rayon CM, la corde CG = CE , Sc on tirera le 
rayon rompu mG fur lequel on déterminera le point F 
par la conftrudion générale art. 133. 
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aura*^Hf„-^J=-2^>c’e(Udircque^77fera *Art.in. 

du cote de la convexité du quart de cercle AMD^ ôc *Art. ijtf. 
double du rayon AC. Et fi l’on fiippofc que CG ou | CE 
foie égale à C Af ; il eft manifefte que le rayon rompu MP 
touchera le cercle AMD en M, puifqu’alors le point G le 
confondra avec le point M. D où il luit que fi l’on prend 
CE = ~CDt le point M tombera au point N ou la cau- 
ftique MF2^‘ touche le quart de cercle A MD. Mais lort 
que CE furpafll* J CD. les rayons incidens PM ne pour- 
ront plusfe rompre, c’eftà dire paflèr du verre dans l’air} 
puifqu’il eft impoffible que CG perpendiculaire fur le rayon 
i-ompu À/G, foit plusgrande que CM: de forte que tous 
les rayons qui tomberont fur la partie FF D le rénéchiront. 

Si l’on mene AP parallèle à CD i il eft clair * que la * Art. nx. 
portion fM=AH—MF -k {PM : de forte que menant 
NK. parallèle à CD , la cauftique entiere HFN— zCA 
•^{AK=^^^=^CA. 

Exemple II. 

140* Soit la courbe AMD une logarithmique fpirale Fie. 117. 
qui ait pour centre le point A , duquel partent tous les 

rayons incidens AM. ^ 

Il eft clair * que le point £ tombe for le point A, c eft *Art. 91. 
à dire que a =■7. Si donc l’on met à la place de a la va- 

leur^ dans ^^jiz^~::^valeur * de MF lorfque la courbe *Art. 155. 

eft concave du cote du point lumineux j on aura MF=bi 
d’oùl’on voit que le point F tombe fur le point G. 

Si l’on mené la droite ^G,& la tangente MT J l’angle 
!/^G0 complément à deux droits de l’angle^/G À/, lera égal 
à l’angle ^A/T. Carie cercle qui a pour diamètre la ligne 
CA/, paflant par les points AicG^ les anglesy/G0,y/À/7* 
ont chacun pour nicluce la moiiié du meme arc 
eft donc évident que la cauftique AG N eft la meme lo- 


Digitized by Google 



lit Analyse ^ f .* -y ‘ 

garithmique fpiraleque la donnée AMD, & qu’elle n’CD ' V 
diffère que par fa poficion. c 

Proposition IL 

Problème. 

Fie. iiS. 1^.1, cauflique H F far rèfiraFîion étant donnée avec 
fon point lumineux ^ la rat fonde min; trouver une in- 
finité de Courbet telles que AM , dont elle foit cantique par ré - 
fraflion. 

Ayant pris à difcrëtion fur une tangente quelconque 
MA, le point A pour un des points de la courbe AM, on 
décrira du centre ^ & de l’intervale B A l’arc de cercle 
AP, &c d’un autre intervale quelconque BM un autre arc 

de cercle J & ayant pris^£ = ^PM, on décrira en en- 

velopant lacauftique Mfune ligne courbe £M, qui cou- 
pera l’arc de cercle décrit deTintervale BM, en un point 
*Art. iji. M qui fera à la courbe cherchée. Car *PM. AE ou ML 
:: m.n. , 

Autre Solution. 

141. O N cherchera fur une tangente quelconque FM, 
autre que HA, le point M tel que HF -h £ A/h- ^ BM 

=MA-*-’~B A. C’eft pourquoi fi l’on prend ^ 

•^AH — F H, & qu’on trouve fiir£A[ un point Ai tel que 
*Art. T31. mK = '^BM, il fera ♦celui qu’on cherche. Or cela fê 

Fie. 119. peut faire en décrivantunelignecourbeGA/telle que me- 
nant d’un de fes points quelconque M aux points don- 
nés JC, les droites MB, MK, elîesayent toujours entr’- 
elles un même rapport que mzn. Il n'efl donc quellion 
que de trouver la nature de ce lieu. 

Soit pour cet effet menée MR perpendiculaire fur BK, 

& nommée la donnée BK , î & les indéterminées BR, 
xi RM, y. Les triangles réàangles B RM, KRM donne- 
ront BM = Wxx -vyy, ôc KM= >/aa — zax -r ax -r-yy: 

de 
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/. de'/ôrte que pou r remplir la conditi on du Problème , l’on 
. aura \/xx r-yy- 'J ua — zax-r-xx-^yy.'.m.n. D’oùl’ontire 

ismmx * n. i* « 1. 

j^= — XX, qui eltunlieu au cercle que I on 

condruira ainfî. 


Soit prife^G=.j;^,&-ff^=- 5 ;^ . & foie décrit du 
diamètre la demi-circonférence GM^: je dis qu’elle 
fera le lieu requis. Car ayant,^ o\xBâ^BR = — x, 

&.KGou^iS — BG = x — > la propriété du cercle, 

qui donne .^R x RG = Rm', donnera en termes analyti- 
qucsyy==.~ 


. Si les rayons incidens BA..BM font parallèles i une Fic.uo, 
droite donnée de pofîtion, la première folution aura tou- 
jours lieu i mais celle ci deviendra inutile, & on pourra 
lui fubftituer la fuivanre. 

Soit prife FL = AH — HF-^ & ayant mené ZG pa- 
rallèle à AB 6c perpendiculaire {ux AP, on prendra ZO 

= £ ZG , 8c on tirera ZP parallèle à GO, 6c PM parallèle 
à GL. lUlfl clair* que le point .i/ fera celui qu’on cher- * ain. i 3 z. 
chej car puifque ZO = — ZG, MZ=—Pm. 

Si la cauftiqueZ’f/parrcfraélion,feréunicenunpoint5 

les courbes AM deviennent les Ovales de Defeartes , qui 
ont fait tant de bruit parmi les Géomètres. 


Corollaire I. 

143. O N démontre de même que dans les caulliques par 
réflexion*, que les courbes AM font de nature differente *Art, ijo. 
entr’elles, 8c qu’elles ne font géométriques que lorfque la 
cauftique/i'/’ par réfraction eu géométrique 6c réiflinable. 

Corollaire IL 

H4*Une ligne courbe AM étant donnée avec le Fie. m. 
point lumineux B,icli railbn de w trouver une infi- 

R 
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nicé de lignes telles que DN, en forte qiieles rayons ronr,-j;" 
J1US MNlc rompent de nouveau à la rencontre de ces U~y ' 
gnesDiVpour fe réunir en un point donné C. 

Si l'on imagine que la ligne courbe /f/>'roitlacauftique 
par réfraction de la courbe donnée yJM , formée par le 
point lumineux £ i il eft clair que cette meme ligne I-ÎF 
doit être aulîi la cauftique par réfraction de la courbe cher- 
chée DNf ayant pour point lumineux le point donné C. 

*^rt. C'eft pourquoi * ~ £M-h MF’*- FH, & 

NF-^FH—^NC=>HD- ~ 

— ~ BM MN -+■ HD — - DC -i- - NC i &<. tranfpo- 

^ fn tn i 

^ fantà l’ordinaire, ^ B A — ^BM-^ ^DC-i- A D=MN 

•+• ^ NC. Ce qui donne cette conftruélion. 

Ayant pris à diferétion fur un rayon rompu quelcon- 
que AH le point D pour un de ceux de la courbe cher- 
chée DiV, on prendra fur un autre rayon rompu quelcon- 
que MF la partie MK = £ B A — £ BM -t- ~ DC-*-AD > 

*Art. 141. 5c ayant trouvé, comme ci.dcfTus *, le point ^^rel que 

* Art. i}x. = Z NC, il eft clair * qu’il fera à la cour^TOAT. 

Corollaire Ge’ne’ral, 

Bûur les trois Sé&ions précédentes. 

*Art. 80. J L eft manifefte * qu’une ligne courbe n’a qu’une 
S5.107.10S. dévelopée, qu’une feule cauftique par réfléxion, 6c 
114.115.il . feule par réfraélion, le point lumineux 6c le rap- 

’ porc des finus étant donnés, Idquelleshgneslbnt toujours 
géométriques êcréétifiableslorfque cette courbe eft géo- 
métrique. Au lieu qu’une même ligne courbe peut être la 
dé velopée,6cl’une 6c l’autre cauftique dans le même rap- 
port des finus, 6c dans la même pofîtion du point lumi- 
neux, commune à une infinité de lignes très différentes 
entr’elles , & qui ne font géométriques que lorfquc cette 
courbe eft géométrique 6c redifiable. 
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Section VIII. 




"Vf Age du calcul des di^rences pour trouver les points 
des lignes courbes qui touchent une infinité de lignes 
données de pofition , droites ou courbes. 

Proposition I. 

Problème. 

146. Soit donnée une ligne quelconque AMB, qui rf/rpic. 111. 
four axe la droite AP } foient de plus entendues une infinité 
de paraboles AMC, AmC, qui pafient tontes par le point çjr 

qui ayent pour axes les appliquées PM , pm. il faut trouver 
U ligne courbe qui touche toutes ces Paraboles. 

Il eft clair que le point couchant de chaque parabole 
yîMC eft le point d’interfeftion C où la parabole j4mC , 
qui en eft infiniment proche, la coupe. Celapofc,&ayanc 
mené CK parallèle à MP, foient nommées les données 
AP,x% PM,y\ & les inconnues AK^us KC, !^. On aura 

par la propriété de la parabole, 

■*-xx) MP fy). MP — CK fy — kJ. Ce qui donne 
= 2uxy — uuy, qui eft l’équation commune à toutes les 
paraboles telles.que AMC. Or je remarque que les in- 
connues AK (u) Sc KC (z.) demeurent les mêmes, pen- 
dant que les données AP fxj & PM (y ) varient en de- 
venant Apbi. ptni & qu’il n’arrive que KC (zJ demeure 
la même , que lorfque le point C eft celui d’intcrfc- 
élion : car il eft vifible que par tout ailleurs la droite KC 
coupeVa les deux paraboles en deux diffe- 

rens points, & qu’elle aura par conlcquent deux valeurs 
cjui répondront à la même de AK. C’eft pourquoi fi l’on 
traite b & ^comme confiantes, en prenant la difFerenec 
de l’équation que l’on vient de trouver, on détermine- 
ra le point C à être celui d’interfédion. On aura donc 
2Zydx = 2uxdy -i- 2uydx — uudy : d’où l’on tire l’inconnue 
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. 4 K(u) en mettant pour iCa. valeur . 

nature de la courbe AMB étant donnée, 

XX 

on trouvera une valeur de en dx ^ laquelle étant fubfti- 
tuée dans la valeur de^/C, cette inconnue fera enfin ex- (| 

primée en termes entièrement connus 6c délivrés des dif- 
férences. Ce qui étoit propofé. 

Si au lieu des parabolcsy^A/C,on propofoit d’autres lignes 
droites ou courbes dont la pofition tût déterminée, on ré. 
foudroit toujours le Problème à peu près de la même ma- 
nière : 6c c’eft ce que l'on verra dans les Propofitions fuivan- I 

tes. 

' Exemple. 

147* Que l’équation xx = — ^yy exprime la na- . 

turc de la courbe AMB : elle (era une demi - ellipfe qui ■ 

aura pour petit axe, la droite = perpendiculaire lur 
AP, 6c donc le grand axe fera double du petit. 

On trouve xdx = 2ady — ^ydy j 6c partant AK , ■ 

) — y — *'- f 

AK quatrième proportionnelle à MP, PA, AB, 8c qu’on , 

mené KC perpendiculaire {\xx AK > elle ira couper la pa- 
rabole A MC au point cherché C. 

Pour avoir la nature de la courbe qui touche toutes 
les paraboles , ou qui palTc par tous les points Cainfi trou- 
ves, on cherchera l’équation qui exprime la relation de 
AK (u) à KC (^J en cette forte. Mettant à la place de 
U fa valeur y dans z^x == mxy — uuy , l’on en tire 

y = 5 Sc partant x ou ^ • Si donc l’on 

met ces valeurs à la place de x 6c^ dans xx = ^y — ^yy^ 
on formera l’équation «« =.^a — oii x 8c^ ne fé 
rencontrent plus, 8c qui exprime la relation àcAK&KC. 

D’où l’on voit que la courbe cherchée eft une parabole 
qui a pour axe la ligne B A, pour fommec le point .ff,pour 
foyer le point 6c donc le paramètre par conféqucncefl 
quadruple de AB, 
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. “'On vient de trouverj^ = ^ , d’où l’on tire KC fx.J 

— Or comme cette valeur eft pofitive lorfquc 

s)f farpsiüè a , négative lorfqu’il eft moindre, & nulle lorf- 
qu’il lui eft égal: il s’enfuit que le point touchant C tom- 
be au deflusde v^/’dansle premier cas, comme l’on avoir 
fuppofe en faiiànt le calcul ^ au deftbus dans le fécond, Sc 
enfin far ^ 4 P dans le troifiéme. 

Si l’on mene la droite qui coupe MP en G; je dis 
epiC MG=£Qj, & que le point G eft le foyer de la para- 
bole Car , i°.^K (x). 

PG = 2y — <». 6c partant iV/G=rf — y—BQ^ z®. Le para- 
métré de la parabole ./^AfC,eft=.^rt — ^/en mettant pour 
XX fi valeur ^ay — ^yyi 5 c partant MG (a — yjefï la qua- 
trième partie du paramétré : d’où l’on voit que le point 
G eft le foyer de la parabole j 6c qu’ainfi l’angle By 4 C doit 
être divifé en deux également par la tangente en 
Il fuit de ce que le paramétré de la parabole yiMC eft 
quadruple de que le fommet M tombant en ^,\e 
paramétré fera quadruple de ^By 6c qu’ainfi la parabole, 
quia pour fommet le point eft afymptotique de celle 
qui paffè par tous les points C. - 

Comme la parabole BC touche toutes les paraboles 
telles que A MC > il eft clair que toutes ces paraboles cou- 
peront la ligne déterminée AC en des points qui feront 
plus proches du point A que le point C. Or l’on démon- 
tre dans la Baliftique(enlüppofant rpaeAK foit horizon, 
taie) que toutes les paraboles telles que marquent 
le chemin que décrivent en l’air des Bombes qui leroient 
jettées par un Mortier placé en A dans toutes les éléva- 
tions pofiîbles avec la même force. D’où il fuit que fi 
l’on mene une droite quidivifepar le milieu l’angle 
elle marquera la pofition que doit avoir le Mortier , afin 
que la Bombe qu’il jette, tombe fur le plan donné de 
pofition , en un point C plus éloigné du Mortier , qu’en 
toute autre élévation. 

R. iij 
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Proposition II. ( 

Problème. 

Fig. ii).I48. 3oiT donnée une courbe quelconque AM, 'q^i dit ,j 

pour axe la droite APj trouver une autre courbe BC telle 
qu’ayant mené à difcrétion t appliquée PM, ^ la perpendi- 
culaire P C i cette courbe , ces deux lignes P M, P C foient tou- 
jours égales entr elles. \ 

Si l’on conçoit une infinité de cercles décrits des cen- 
tres & des rayons PC, pC égaux à PM, pm î il eft , 

clair que la courbe cherchée BC doit toucher tous ces 1 

cercles, & que le point touchant C de chaque cercle eft 
le point d’interledion où le cercle qui en eft infiniment 
• proche, le coupe. Cela pofé , foit mené CK perpendicu- j 

laire fur AP s foient nommées les données & variables 
AP, X» >PyVf ou les inconnues & conftantesyÿ/C, 

» J KC , & l’on aura par la propriété du cercle Te’’ ' 

— fk ■+• ~KC , c’eft à dire en termes analytiques^ .it^; 

— 2 UX -r- uu Or qui eft l’équation commune à tous ‘ 

ces cercles , dont la difFcrcnce eft jydy = jxdx — uudx: 

d’où l’on tire PK (x — u t=-^^ ; ce qui donne cette con- 
ftruclion générale. 

Soit menée perpendiculaire à là courbe & 
ayant pris foit tirée a:C parallèle à />Af: je dis 
qu’elle rencontrera le cercle décrit du centre /> & du 
rayon /'C = PM 3a point C, où il touche la courbe cher- 
chée BC. Ce qui eft évident} puifque 7’^= . 

On peut encore trouver la valeur de PK de cette au- 
tre manière. 

Ayant mené PO perpendiculaire lur Cp, les triangles 
réélangles PKC feront femblablcs} & partant Pp 

fd^J. Op (dy) ;; PC (y) > PK=-% 

Lorfque P^^ PM, il eft clair que le cercle décrit du 
rayon /'C, touchera KCau pointiC.- de forte que le point 
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touchant C fe confondra avec le point K , & tombera par 
confequent (ur l’axe. 

Mais lorfque furpaffera PM , le cercle décrit du 
rayon PC ne pourra toucher la courbe Pd puifqu’il ne 
pourra rencontrer la droite KCsn aucun point. 

Exemple. 

149* Soit courbe donnée une parabole qui Fio. iz}. 
ait pour équation ax =yy- On aura /’^ou P K (x — u) 

= - ai Sc par confequent x = j;a -t- ^ yy — ^‘ta 

à caille du triangle rccfanglc PKC. Or fi l'on mec ces va- 
leurs d 3 .ns'ax=yy, on formera l’équation \aa-*-au— '^na 
xs. ou jaa au =■ qui exprime la nature de la 
courbe . 5 C. D’où il eft clair que cette courbe eft la mê- 
me parabole que AMi puifqu’elles ont l’une Sc l’autre le 
même paramétré a, & que fon fommec ^eft éloigné du 
fommcc A de la diftance B A — 

Proposition III. 

Problème. 

IJO- Soit donnée une lipie courbe quelconque AM , qui pic. 114. 
ait pour diamètre lu droite AP , ^ dont les appliquées PM, 
pm foient parallèles à la droite AÇ^onnée de pofttioni ^ 
ayant mené MQ, mq parallèles AP, foient tirées les 
droites PQC, pqC. On demande la courbe AC qui a pour 
tangentes toutes ces droites : ou , ce qui efl la meme chofe , 
il s'agit de déterminer fur chaque droite PQC le point tou- 
chant C. 

Ayant imaginé une autre tangente pq'' infiniment pro- 
che de P^C,èc mené CK parallèle à AQ^ on nommera 
les données & variables AP , x j PM ou AS^ys les in- 
connues & confiantes , »> KC, î: 5 & les triangles 
femblables PAQ^ PKC donneront AP (x). A(f(y) 

: : P K (x •¥»). KC (xJ — y ’+• - qui eft l’équation 
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commune à toutes les droites telles que KC. Sa difFércft- •' 

ce eft t/y =0, d'où l’on tire^/C (u) — 

Cequi donne certe conflruclion générale. 

Soit menée la tangente A/T”, & Toit prife y 4 K troifiéme 
proportionnelleà AT^APi je dis que fi l’on mené KC pa- 
rallèle â elle ira couper la droite au point 

cherché C. 

. C;iTAT(y-^^^).yiP(:c)v.AP{x).AK=y£^j^ 

Exemple I. 

Fig. 124. iji. 3 OIT la courbe donnée ./Y A/, une parabole qui 
ait pour équation ax—yy. On aura AT=APi d’où il fuit 
que>^^/C (a) = x, c’eft à dire que le point K tombe fur 
le point T. Si l’on veut i préfent avoir une équation qui 
exprime la relation de AK (a) à KC (i^î on trouvera 
KC (x) =2y, puifque l’on vient de trouver que P K eft 
double de AP. Mettant donc à la place de x & ^ leurs 
valeurs a & dans ax =-yy-, on aura d’où 

l’on voit que la courbe AC eft une parabole qui a pour 
lommet le point & pour paramétré une ligne quadru- 
pie du paramétré de la parabole 

Exemple II. 

Fig. 115. T j’i. § q i T la courbe donnée AM y un quart de cercle 
P MD qui ait pour centre le point Ay & pour rayon la li- 
gne AB ou AD y que j’appelle a. Il eft clair que PQjt^ 
toujours égale au rayon AM ou AB , c’eft â dire qu’elle 
eft par. tout la même ; de forte que l’on peut concevoir 
que Tes extrémités P,Q^ gliflênt le long des côtés BA y 
.^Z) de l’angle droit JS Onauray//C(«) = ^ , puifque 
AT= " > & les parallèles A:C,./^.^onneront.^/’ {x).P^ 
{a) AK . D’où l’on voit que pour avoir 

le point touchant C , il n’y a qu’i prendre QC troifiéme 

propor- 
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proportionnelle à PQ^ ii. AP. Si l’on cherche l’équation 
qui exprime la nature de la courbe SCD , on trouvera 
celle-ci,»* — jaau* ^a*uu — 

-h -H 2 /aazs. 

'+' 1 ■ ,! • ■ ■ 

-+- _ /; > 

Corollaire I, 

S I l’on veut chercher le rapport de la portion DC 
de la courbe SCD à fa tangente CP, l’on imaginera une 
autre tangente <•/) infiniment proche de CP j & ayant dé- 
crit du centre C le petit arc PO, l’on aura cp — CP ou Op 

— Cf = — pour la difFcrence de CP = — ~ 

d’oùl’on tire Cc^ Op-t-‘^^~. Or à caufê des triangles ré- 

danglesfemblables QPA,PpO, l’on aura P(i {a). AP (x) 

: : Pp {dx) .Op—^.hC partant Cc — ~ ~DC—Bc. Il 

eft donc manifefte qu’en quelque endroit que l’on prenne 

le point C, l’on aura toujours DC — De (~^ycz* — cp 

2. D’où il fuit que la fomme de toutes les 

différences 7 )C — Dequi répondent à la droite PD, c’eft 
à dire * la portion DC de la courbe SCD , eft à la fomme 
de toutes les différences CP — cp qui répondent à la même 
droite /*D, c’eft à dire* à la ta’ngenteCT»:.-^. it de mê- 
me que la courbe entière 5 CZ) eft à fa tangente SA :: 7. a. 

Corollaire II, 

IJ 4 * S I l’on dévelope la courbe SCD en commençant 
par le point D, on formera la ligne courbe DNF telle que 
CN.CP::$.2 . puifqueCiVefttoujours égale à la portion 
TJCdela courbe SCD. D’où il fuit que les fedeurs fem- 
blables CNn, CPO font entr’eux ^ & partant que l’ef- 
pace DCN renfermé par les courbes DC, DN, & par la 
droite CiV’ qui eft tangente en C, & perpendiculaire en 

S 


*Art. 9(5. 
*Art. 96. 
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2 /, eft à refpâce DC/* renferme par la courbe 23Cj &pa? ' 
les deux ungentes DPy CP, comme à 

'C 0 K. 0 LLAIAE III. 


*j4rt. 1 . 


Ij'f. X-E centre de pefanteurdu fcifleur C2Vn doit être 
fituë fur l’arc/’O jpuifqueC/’= jCiV. Et comme cet arc 
eilinfînimenc petit, il s’enfuit que ce centre doit êtrefurla 
droite.^!) > Sc partant que le centre de pefanteur des ef- 
paces DCN", PDF y qui font compofes de tous ces fc- 
âeurs, doit être lîir cette droite yfD : de forte que fi l’on 
décrivoit de l’autre côté de PF une figure toute pareille 
à PDFy le centre de pefanteur de la figure entière feroic 
au point A. 

Cor o'^l l a i r e IV. 

A caufe des triangles rèâangles femblables F^Ay 
fPO, l'oThiüvaLPQ^fa), AQ_o\xPM(’>/aa — xx)::Pp(dx) . 

PQ de Et à caufe des fedeurs femblables C/’O, 

cm, l’on aura s.mCP.'pN, OM z.p::PO 
= "^**^**— -• Orle rcAangIeJV^/’x'/»/>i c’eft adiré * le 


petit elpace circulaire MPpm = dxVaa — ~xx. Gn aura 
àoncAB‘>^2^n — {MPpîu fà'oh.\\(\i\t que la portion FfD 
delà coufbeDVi^ étant multipliée par le rayon AP, eft 
fcfquialtére du fegment circulaire DMP, Sc que la courbe 
entière DA^F eft égale aux trois quarts de PMD <1ua- 
triéme partie de la circonférence du cercle. 

P R OP O S I T I O N . I V. 


! ! Problème. 

Frc. ii<>. ^57’ S ô rr- donnée.: une courbe quelconque AM, ait 
pour axe la droite APj é' [oient, entendues une infinité deper~ 
pcndsculairés MC, mC « cette courbe. On demande la courbe 
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qui a four tangentes toutes ces ferpendiculahcs : ou ce qui rff 
la mime chofe, il faut trouver fur chaque perpendiculaire MC 
le point touchant C. 

Ayant imaginé une autre perpendiculaire mC infini- 
ment proche de il/C, avec une appliqute Ai P, l'on mè- 
nera parle point d’interlêélion C les droites CK perpendi- 
culaire & C£- parallèle à Taxe : ayant enluire nomme les 
données & variables 7^77,7 J les inconnues ikeon- 

ftantes^/:, «; XC, l’on aura , PK ou CE 

z=u — X, iV/£=7-t-i^5& les triangles rectangles femblables 
IdPdj, MEC donneront MP {y) .PQ ('^f' ) ME 
£C ( « — x) qui eft une équation commu- 


ne à toutes les perpendiculaires telles que MC, & dont 
la difFcrence ( en luppofant dx confiante ) donne — dx 


yJily Jy' •+• tiUy j, 

— dx “ 


où l’on tire ME ( ^-*-7) = 


Or la nature de la courbe.^ A/ étant donnée, l’on aura des 
valeurs de dy & ddyen dx^, lefquelles étant fubllituLes* 


dans- ^'^yl ^, donneront pour Afi: une valeur cnticremenc 

connue & délivrée des difiTcrences. Ce qui ctoit propofé. 

Il ell évident que la courbe qui palTe par tous les points 
C, eft la dévelopee de la courbe A/ > 6c comme l’on en 
a traité exprès dans laSedlion cinquième, il leroit mutile 
d’en donner ici des éxemples nouveaux. 


Proposition V. 

Problème. 

1J8.D EUX lipie S quelconques AM, BN étant donne ’c 
avec une ligne droite M N qui demeure toutaurs la même . cas 
Juppofe que les extrémités M , N de cette ligne gltfjcnt ci 1. •. . 
nuellement le long des deux autres , Hon demande la co:; .. e 
queâe touche toujours dans ce mouvement. 

Ayant mène les tangentes A 77 ,A^ 7 ', & imaginé .ivc 

^ I 

U *} 
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tre droite mn infiniment proche de & qui la coujfe 
par conlcquent au point C où elle couche la courbe dont 
il s’agit de déterminer les points. Il efi: clair que la droite 
MN^ pour parvenir en a parcouru par fcscxtrêmitc's 

les petites portionsiVf/w,A^« des lignes yîM^BN, Icfquellcs 
font communes à caule de leur infinie petitelTc, aux tan- 
gentes T'A/, 7" de force que l’on peut concevoir que la 
ligne MN pour parvenir dans la fituaciun infiniment pro- 
ie glilTc le long des droites T’A/, TN données de 

en entendu , foient menées fur NT les perpen- 
diculaires MP, CK J fuient nommées les données fk va- 
riables TP, Xi PM,yi les inconnues & confiantes t*/C, «> 
KC, & la donnée A/ ?\/'qui demeure par tout l a meme, 

a.Le triangle réclangle A//’ //donnera PA/ = >/aa — yy-, 
& à caufe des triangles fêmblablesA/PA/, A^/CC, l’on au- 
ra NP {>/aa — yy) . PM [y) :: NK (» — x — —yy)' 

/CC(z) — yr ^ — „ jjytjt la différence donne aaudy 
' ^ y AA yy •' 

— aaxdy — aaydx -*-y'dx = àudy —yydy>/aa — y y ; d’où 
en faifant — jy = ;« pour abréger, l’on tire P K («— x) 

^ en mettant pour ydx fa va- 

lear xdy , d caiifè des triangles femblables mRM, MPT-, 

Si partant MC=- ~^’”^ •' ce qui donne cette conflru- 
élion. 

Soit menée TE perpendiculaire fur MN, Sc fbit prifè 
MC => NE .-"je dis que le point C fera celui qu’on cher- 
che. Car à caufe des triangles récfangles femblables 
MNP, T NE, l’on auraAfA'’ {a).NP {m) ::NT {m-»fx). 

NE ou MC = . 

Autre manière. Ayant menéT*£ perpendiculaire furA/AT, 

& décrit du centreClespecicsarcs A/£, A/0, on nommera 
les données NE,r\ ET, s-, MN, a-, & l’inconnue CM, t. 
On aura Sm ou On — dt\ Sc les triangles rcélangles fem- 


cne mi,i 
poficion. 
Cela b 
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h\nLh\ciMETS^mSM,NETS:CnOKy CMS & CNO donne. 

ront ME ( r—a ) . ET{,s) ;; mS [de) . SM = Et NE (r). 

ÊT {s)'.xnO{dt).ON^‘-^. Et MS — NO 

MS :: MN{a) . MC {t) =.r. Ce qui donne la 

même conftruftion que d-defllis. 

Si l’on fuppolê que les lignes EN foient des droi- 
tes qui fallènr entr’elles un angle droit 5 il cft vifible que 
la courbe cherchée eft la même que celle de l'article 152 . 

Proposition VI. 

Problème. 

IJ9* Soient données trois Uyics quelconques L, M, N j Fig. uS. 
Ô" foient entendues de chacun des points L., 1 de la ligne L 
deux tangentes LM ^-LN, Im (ÿ-^ln, aux deux courbes M 
N , une à chacune. On demande la quatrième coufbe C, qui 
ait pour tangentes toutes les droites MN , mn qui joignent les 
points tottchans des courbes M , N . 

Ayant tiré la tangente Z£, 8 c mené par un de fes points 
quelconque E les perpendiculaires EF., EG lur les deux au- 
tres tangentesMZ, NL, on concevra que le point l foit in- 
finiment près du point Z > on tirerajes petites droites Z 77, 

Z/C perpendiculaires fur ml, nlî comme auflîles perpen- 
diculaires MP, mP, N^, nQjüC les tangentes ML, ml, 

NL, ni, lefquelles perpendiculaires Is’entrecoupent aux 
points P&t^^ 7 *out cela formera les triangles réclangles 
femblables EFL ôc LHl, EGL 8 c Z/.7j comme auflî les 
triangles LMHicMPm, LnK 8 c NQn réc'langles en 778c 
m, K &C N, qui feront femblables entr’eux, puilque les an- 
gles ZA777, Z 7 /’»» étant joints l’un ou l’autre au même 
angle P Mm, font un droit. On prouvera de même , que 
les angles LnK, N^n font égaux entr’eux. 

Celapofé, on nommera le petit côtéAfw du polygone 
qui compolê la courbe M, du ; 6 c les données EF, m ; EG, 

W} MN mn, a-, ML ou ml, b -, NL ou ni, c j MP ou 

S iij 
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mPyf \N,^ji\y fJ^tg (je prens ici les droites AfP, 
pourdonnecs.parccque la nature dCi courbes A/, étant I 

donnée par la luppolîtion , on les pourra toujours trou- 
ver ' ) i & l’un aura , 1°, MP [f). ML {b) Mm {du) LH 


=■—. 1°. EF {m). EG{n):: LH(-~).LK = 
5°. LN ou Ln (c) . (g) :: £K 


4°, ( menant MR parallèle à ?LL ou ni) ml (b), ln (c) 


:: mM {du). MR — ‘^^. jo. MR h- Nn 

MR (^) MN (a J. MC = Ce qu’il fai- i 

loit trouver. 

Si la tangente EL tomboit fur la tangente ML , il eft 
clair que £/■ ( w» ) deviendroit nulle ou zeroj & partant 
que le point cljerché C tomberoit fur le point M. De 
même lî la tangente EL (s confondoit avec la tangente 1 

LNi altirs EG (n) deviendroit nulle, & l’on auroit par ' 

conféquent A 4 C=*/; d’où l’on voitque le point cherché C 
tomberoit auffi fur le point N. Et enfin fi la tangente EL 
tomboit dans l’angle GLJi en ce cas EGfn) deviendroit 
négative: ce qui donneroit alors MC— . & le 

ccfm — hbin » 

point cherché C ne tqmberoit plus entre les points M Çc 
mais de part ou d’autre. 


Exemple I. 

Fie. dip. 160. Supposons que les courbes Af& N ne faflènt 
qu’un cercle. Il eft clair en ce cas que ^=c, & /=g j 
ce qui donne MC = — , d’où l’on voit qu’il ne faut 

alors que couper la droite A/A^ en rarfon donnée demàs 
pour avoir le point cherché Cj c’eft à dire en forte que 
MC. NC ::m.n. 


Exemple IL 

161. Supposons que les courbes Mie N foient une 
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SécfHon conique quelconque. La condrudion générale fe 
peut changer en cette autre qui ed beaucoup plus Hm. 
pie, fi l’on l'ait attention à une propriété des Sédions coni. 
ques, que l’on trouve démontrée dans les Livres qui en 
traitent: fçavoir quefil’on mène de chacun des points Z, / 
d’une ligne droite EL deux tangentes £MH LN, Imèilnk 
une Sedion conique j toutes les droites mn qui joi- 
gnent les points touchans,fe couperont dans le même point 
C, par lequel pâlie le diamètre ^C, dont les ordonnées 
font parallèles i la droite EL. Car il fuit de lâ, que pour 
avoir le point C, il ne faut que mener un diamètre qui 
ait les ordonnées parai l^s à la tangente EL. 

Il ed évident que daiirle cercle, le diameere doit être 
perpendiculaire fur la tangence ELi c’edà dire qu’en me- 
nant de fon centre .^4 une perpendiculaire ./4Ji fur cette 
tangente, elle coupera la droite MN au point cher- 
ché C. 

R E M A It QJÜ B. 

léz. O N peut par le moyen de ce Problème réfoudre Fig.hS. 
celui ci qui dépend de la Méthode des Tangentes, 

Les trois courbes C, Ms étant données, on fera rou- ^ 

1er une ligne droite MN autour de la courbe C, en forte 
qu’elle la touche continuellement; on tirera par les points 
MsNs où el le coupe les courbes MicN, les tangences z/Z, • 

NL qui s’entrecoupent en un point Z, lequel décrit dans 
ce mouvement une quatrième courbez/. Il s’agit de tirer 
la tangente LE de cette courbe, la pofition des droites 
MNy ML, NL étant donnée avec le point touchant C. 

Car il ed vifibleque ce Problème n’edque l’inverle du 

{ >récédent,& qu'ici AfCed donnée : ce qu’on cherche, c’ed 
araifondeZZ, ZG, qui détermine la pofition de la tan- 
gente EL, C’ed pourquoi fi l’on nomme la donnée A/C, h ; 

l’on aura = h: d’où l’on tire m =■ — 

& parconfequent la tangente LE doit être tellement fi- 
tuée dans l’angle donné iWZG, que fi l’on mene d’un de 
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fes points quelconques les perpendiculaire s SS, SG fur 
les côtés de cet angle , elles foient toujours entr’elles en 
raifon donnée de à accf — ccfh Or cela fe fait en 

menant MD parallèle à NL , & égale à . 

Fig. 119. Il eft évident * que fi les deux courbes il/& 7 /" ne font 
Art. 161. qu’une Seclion conique, il ne faudra que tirer la tangente 
LE parallèle aux ordonnées du diamètre qui paile par 
le point C. 



■* 


Section 
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Section IX. 

Solution de quelques Problèmes qui dépendent des 
Méthodes precedentes. 

Proposition I. 

Problème. 

Soi T mne liyiie co»rie AMD (AP =X, PM = y, Fig. 

AB = a) telle que la valeur de t appliquée y fait exprimée 
par une fraélion , dont le numérateur ^ le dénominateur de- 
viennent chacun zpro lorfquex = z.^ c'efiddire lorfque le point 
P tombe fur le point donné B. On demande quelle doit être 
alors la valeur de l'appliquée BD. 

Soient entendues deux lignes courbes ANB, COB, qui 
tyent pour axe commun laîigne AB y & qui foient telles 
que l'appliquée P N exprime le numérateur, & l'appli- 
quée PO le dénominateur delà fraâion générale qui con- 
vient à toutes les PM: de forte que PM— H cil 

clair que ces deux courbes fe rencontreront au point 5 > 
puifquepar lafuppofîtion P Nie PO deviennent chacune 
zéro lorfque le point P tombe en B. Cela pofé , fi l’on 
imagine une appliquée bd infiniment proche de BD y &C 
qui rencontre les lignes courbes ANB, COS aux points 
/jgilon zar3.bd='^^^^y laquelle* ne diffère pas de .52). i. 

Il n’cfl: donc queftion que de trouver le rapport de b^ à 
bf. Or il eft vifible que la coupée AP devenant ABy les 
appliquées PNy PO deviennent nulles, & que ..^5 deve- 
nant Aby elles deviennent hfy b^. D’où il fuit que ces ap- 
pliquées, elles mêmes bg, font la différence des appli- 
quées en 5 & ^ par rapport aux courbes ANB , COB > Sc 
partant que fi l’on prend la différence du numérateur, & 
qu'on la divife pat la différence du dénominateur, après 
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avoir î^\tx=a-=Ab ou l’on aura la valeur cliercliée 

de l’appliquée ou Z). Ce qu’il falloir trouver. 

Exemple I. 

164 . S O I 

que;c= rf, le numérateur & le dénominateur de la fra- 
ction deviennent égaux chacun à zéro. C’efl: pourquoi 

l’on prendra la différence ~ — ^il^du numé- 

rateur, & on la divifêra par la différence — 
nominateur, après avoir faitx = <* , c’efl: à dire qu’on di- 
vifera — ^^adx par — \dx ; ce qui donne -/<* pour la va- 
leur cherchée de 

Exemple II. 

S O I ÿl’l' On trouve J/ — 2a, lorfque 

X = a. 

On pourroit réfbudre cet exemple fans avoir befoin 
du calcul des différences, en cette forte. 

Ayantôtéles incommenfurables, on aura aaxx -*-2aaxy 
— ax^y — 2a’x-t~a* -t-aajy — 2<*y=p, qui étant divifé 
parx — a, fè réduità<r<«x — a^-*-2aay — ayy = o} & fub- 
ftituant 4 pour X, il vient comme auparavant 

L E M M E. 

. 166, Soit une ligne courbe quelconque BCG, avec une 
ligne droite AE qui la touche au foint B , ^ fur laquelle 
foient marques k diferètion deux points fixes A , E. Si ^on 
fait rouler cette droite autour de la courbe , en forte quelle la, 
touche continuellement j il efl clair que les foint fixes A , £ 
décriront dans ce mouvement deux courbes , EN H. Si 
l'on mène k prèfentïk]^ parallèle 4 A B, ^ qui faffe par confié- 
quent avec DK f fut Lr quelle je fuppofe la droite AE lorfquells 


-i 

■•I 


I 
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touche la courbe BCG en G ) [an^le KDL èytl a l'angle 
AOD fait pat les tangentes rn B , G ; ^ ^ue l'on décrive 
comme on voudra ^ du centre D l'arc K FL: 

Je dis que DK . KFL :: AE . AMD ENH. f^avoir -h 
lorfjue le point touchant tombe toujours entre les points decri- 
vans , cl’ lorfqu'il les laijfe toujours du meme coté. 

, Car fuppofant que la droite AE en roulant autour de 

la courbe BCG foit parvenue dans les pofitions A/CiV, 
mCn infiniment proches l’une de l’autre , & menant les 
rayons DF, D/paralleles à CM, Cm : il eft clair que les fë- 
«fleurs DFf CMm,CNn feront lêmblables j & qu’ainfi DF. 
Ff:: CM . Mm :: CN. Nn :: CM± CMo\jl AE . Mm -±. Nn. 
Or comme cela arrivera toujours en quelqu’endroit que fe 
trouve le point touchant C, il s’enfuit que le rayon DK cfl 
à l’arc KFL fomme de tous les petits arcs Ff:: AE . AMD 
T* ± £iV/7 fomme de tous les petits arcs Ccqu’il 

I falloir démontrer. 

• Corollaire I. 

167. I L eft vifible que les courbes AMD , ENH font 
formées par le dévelopement de la même courbe BCG > 
ôc qu’ainfî la droite AE eft toujours perpendiculaire fur 
ces deux courbes dans toutes les pofitions où elle fè ren. 
contre: de forte que leur diftance eft par tout la même j 
ce qui eft la propriété des lignes parallèles. D’où l’on voit 
qu’une ligne courhcA MD étant donnée, on peut trouver 
une infinité de points de la courbe ENH fans avoir be- 
foin de fa dcvelopée BCG, en menant autant deperpen- 
diculaires que l’on voudra à cette courbe. Scies prenant 
toutes égales à la droite AE. 

Corollaire II. 

168. S I la courbe BCG a Ces deux moitiés BC, CG en- 
fièrement femblables Sc égales, 6c que l’on prenne les 
droites B A, GA/égalesentr’ellesi ileft clair que les cour- 
bes Z), ENH feront femblables 6c égales, en forte 

Tij 
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qu’elles ne difFJreronc que par leur pofition. D’on il fuit 
que la courbe AMD fera à l’arc de cercle Jv/Z ;; i Aâ. 

DK. c’cft à dire en railon donnée. 

Proposition II. 

Problème. 

Fig. i}i. 169, 3 O i EN T </<-«* courbes quehonques AEV, BCG , 
avec une troifiime AMD telle qu’ayant décrit par le dévelo~ 
f entent de la courbe BCG une portion de courbe EM , /<* rela.- 
tion des portions de courbes AE , EM , (ÿ- des rayons de la dè- 
velopce EC, MG fait exprimée par une équation quelconque 
donnée. On propofe de mener d'un point donné M Jur la courbe 
AMD /#/ tangente MT. 

Ayant imagine une autre portion de courbe cm infini- 
ment proche de EM, & les rayons de la dévelopeeCc/', i 

CmR. i Soit, j°. CH perpendiculaire fur CE, fü qui rencon- 
tre en H la tangente £ W de la courbe A Ef^. i“. MZ pa- • 

rallele à C£,& qui rencontre en Z l’arc GL déc rit du cen, ^ 

tre A/& du rayon MG. }°. GT perpendiculaire fur 8 c 
qui rencontre en rla tangente cherchée MT. 

On nommera enfuitelesdonnceSy4£, JC j£A/,j'»C£, uî 
GMyS^i CH,s\EH,tiVa.rcGL, r; d’où l’on aura Et—dx, 

Fc ou Rm = du = dzj & les triangles rcélangles fembla- 
bles eFE, ECH donneront CE (u ). CH (s):; fe fdit^J . FE 

♦ =î^. Et CE (u) . EH (t) Fe (dt,J . Ee (dx) = 

* Art. \66. Or parie Lemme*iî£ — > Sc partant RM (RF —me 

•i-me — ME~^Mt — MF)-=-^~*' . Donc i 
caufedes triangles réélanglcs femblablesw2îAf,A^G7',l’on 
aura mR ( dz.) . RM ••• MG (j^) . GT~r 
. Mais fi l’on mec dans la difFcrence de l’é- 
quation donnée à la place de du & dx leurs valeurs dz^tc 
V> l’oQ trouvera une valeur de dy en dt,^^ laquelle ctanc 
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fubftituéedans^, il viendra pour la fourangente cher- 
chée GT une valeur enriéremenc connue & délivrée des 
différences. Ce qui etoïc propofé. 

Si Ion fuppofe que la courbe BCG fe rcuniffe en un Fie. ijj. 
point O î il eft vifible que la portion de courbe ME {y ) 
fe change en un arc de cercle égal â l’arc GZ { r) , & 
que les rayons CE (« ), GM [\) de la dévelopce de- 
viennent égaux entr’eux: de forte que GT*, qui devient en 

ce cas OT, fc trouvera -t- r . 


Exemple. 


170. S O I T 7 = les différences 'donneront dy Tic. 

= ~ ( on prend * — xdz.^ au lieu de xdx. } 8. 

pareeque x d y croiflànt, 1 ^ diminue ) = en 

mettant pour dx fa valeur î & partant OT {y s 


éii 





en mettant pour ^ 


fa valeur^. ^ 

R E M A R. Q^U E. 

17 Si le point O tombe fur l’axe j4B, & que la courbe Fig. 134. 
yiEyfoit un demi-cerclC} la courbe ^MDfcTH une demi- 
roulette, formée par la révolution d’un demi-cercle BSN" 
autour d'un arc égal BGN d’un cercle décrit du centre 0, 

& dont le point générateur tombera dehors, dedans, ou 

fur la circonfcrentc du demi cercle mobile BSN , félon 
que la données fera plus grande, moindre, ou égale à 
Pour le prouver, & déterminer en même temps le point B. 

)e fuppofe ce qui eft en queftion, Ravoir que la cour- 
be A MT> efl une demi-roulette, formée par la révolu- 
tion du demi cercle BSN, qui a pour centre le point K 
centre du demi cercle A BV, autour de l’arc .fiGTT'décric 
du centre O. d concevant que ce demî-tercle BS N s’arrê- 
te dans la fîcuation BGN telle que le point décrivant 
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tombe furie point A/, je mène par les centres des cercles 
gcncraceurs la droite OK qui pa(fe par confequent par le 
point touchante > & tirant KSE, j’obferve que les trian- 
gles OK.M font égaux & (cmblables, puilque leurs 
trois côtés font égaux chacun à chacun. D’où il fuit 
1 °. Que les angles extrêmes MOK, tOK font égaux -, 8c 
qu’ainfi les angles MOE, GOB le font auffi : ce qui don- 
neGB.ME::OB.O£. z°.Que les angles font 

encore égaux jScqu’ainfi les arcs GN^ BS , qui les mefu- 
renr, le font aulfi :1a même chofefè doit dire de leurs com- 
plémensG^, 5iV, à deux droits j puifqu’ils appartiennent 
à des cercles égaux. Or par la génération de la roulette, 
l’arc du cercle mobile eft égal à l’arc GB de l’immo- 
bile. J’aurai donc SN.ME OB . OE. Cela pofé. 

Je nomme les données 0/-^, b > KV ou KA ^ c > 8c l’in- 
connue KB , U. yû 0 B — b-^c — » J 8c les fecleurs fem- 
blables KEAy KS2\T me donnent KE (r) . KS ( « J ; : AE 
(xJ. SN= Et partant O B ( b c — u) . OE ( zj 

: : SN (^) . EMfyJ = ^ 

KB (u) = Il eft donc évident que fi l’on prend 

KB — ,8c qu’on décri vedes centres AT 8c O le demi- 

cercle AT 8c l’arc BGNi la courbe AMD fera une de- 
mi-roulette décrite par la révolution du demi-cercle 
iîS’A'' autour de l’arc BGN", 8c dont le point décrivant A 
tombe dehors, dedans, ou fiirla. circonférence de ce cer- 
cle, félon que KF~ (c)e^ plus grand , moindre, ou égal à 

KB j, c’eft à dire félon que a eft plus grand , moin- 
dre , ou égal à OV (b). 

COROLLAIAE I. 

171 . Il eft clair que EM (y) . AE (x) KB>^ OE {uk) . 
O B X KV{bc-^cc — UC ). Or fi l’on fuppofe que O B devien- 
ne infinie -, la droite OE le fera auÔi , 8c deviendra pa- 
ralleie à OB , puifqu’eUe ne la rencontrera jamais j les 
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arcs concentriquesi?GiV, £M deviendront des droites pa- 
rallelesentr’elies, & perpendiculaires iüvOByO E; dealers 
la droite EM feraà l’arc AE ::KB . KV. pareeque les d roi- 
tes infinies 0 £, ne différant entr’elles que d’une gran- 
deur finie, doivent être regardées comme égales. 

C0ROLLA1R.E II. 

Ï73- D E ce que les angles font égaux, il fuie 

que les triangles MKG^ EKB feront égaux & lemblables ; 

& qu’ainfi les droites MG, EB font égales entr’elles. D’où 
l’on voit * que pour mener d’un point donné iV/ fur la rou- ’y/rr. 4 ). 
lette, la perpendiculaire MG, il n’y a qu’à décrire du cen- 
tre 0 l’arc Af£,& du centre /Wde l’intervalle £.5 un arc de 
cercle qui coupera la bafe^G^T en un point G, par où Sc 
par le point donnée/ l’on tirera la perpendiculaire requi fe. 

Corollaire III. 

17 XwJn point Gérant donné fur la circonférence du 
demi-cercle mobile .SGiVj fi l’on veut trouver le point M 
de la roulette fur lequel tombe le point décrivant A lorf- 
que le point donné G touche la bafe, il ne faut que pren- 
dre l’arc égal à l’arc BG, & ayant tiré le rayon KS qui 
rencontre en £ la circonférence AEV, décrire du centre 
O l’arc EM. Car il eft évident que cet arc coupera la 
roulette au point cherché M. 

Proposition III. 

Problème. 

ly/* S OIT «ne demi-roulette AMD décrite parla révolu- Fic.ijj.ijtf. 
lion du demi-cercle BGN autour d’un arc égal BGN d^un au- 
tre cercle , en forte que les parties révolues BG , BG [oient 
toujours égales entr elles } [oit le point décrivant M pris fur le 
diamètre B N dehors, dedans, eu fur la circonférence mo'ode 
BGN. On demande le point M de la plus grande largeur de 
la demi-roulette p.ar rapport à fon axe OA. 

Suppofanc que le point M foie celui qu’on cherche , il 
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*Art. 47. ell clair ^ que la tangente en A/doit être parallèle à l’axe • 
OA ÿ ficqu'ainfi la perpendiculaire MG à la roulette, doit 
être audi perpendiculaire fur l’axe qu’elle rencontre au 
point P. Cela pofé, fi l’on meneO^ par les centres de* 
cercles générateurs, elle pafiera parle point touchante 5 
& fi l’on tire KZ perpendiculaire (ur MG , on formera le* 
angles égaux G/CZ, GOS> & partant l’arc IG qui cft le dou- 
ble de la mefure de l’angle GKL^ fera à l’arc Gli mefure 
de l’angle GO/?, comme le diamètre B N eftau rayon O B. 
D’où il fuit que pour déterminer furie demi-cercle BGN" 
le point G , où il touche l’arc qui lui 1ère de bafe lorfquc 
le point décrivant M tombe fur celui de la plus grande 
largeur ; il faut couper le demi-cercle BGN en un point 
G, en forte qu’ayant tiré par le point donné M la corde 
/G, l’arc IG Ibit à l’arc BG en raifon donnée de B N iOB. 

La queftion fê réduit donc à un Problème de la géomé- 
trie commune qui fe peut toujours refoudre géométri- 
quement lorfque la raifon donnée eft de nombre à nom- 
bre ; mais avec le fecours des lignes donc l’équation eft 
plus ou moins élevée, félon que la raifon eft plus ou 
moins compofée. 

Si l’on fuppofe que le rayon OB devienne infini, com- 
me il arrive lorfquc la bafeZGAf devient une ligne droi- 
te j il s'enfuit que l’arc IG fera infiniment petit par rap- 
port à l’arc GB. D’où l’on yoit que la fécante MIG de- 
vient alors la tangente MT^ lorfquc le point décrivant 
M tombe au dehors du cercle mobile j & qu’il ne peut y 
avoir de point de plus grande largeur lorfqu’il tombe au 
dedans. 

Lorfque le point M tombe fur la circonférence en A?*, 
il ne faut que divifer la demi - circonférence BGN en 
raifon donnée de BN à O B au point G. Car le point G 
ainfi trouvé , fera celui où le cercle mobile BGN tou- 
che la bafe, lorfque le point décrivant tombe fur le point 
cherché. 


Lemms 
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L E M M E II. 

176» H N tout triangle BAC, dont les angles K^Q, ACB, ij7» 
CAD complément k deux droits de t angle obtus BAC, 
font infiniment petits j je dis que ces angles ont même rapport 
entreux que les cotés A»C, AB, liCy aufqucls ils font appofex^. 

Car fi l’on circonkric un cercle au tour du triangle B AC y 
les arcs ACy AB, BAC, qui mefurent les doubles de ces 
angles, feront infiniment petits, & ne difFcreront* point *Art. 5. 
par conféquent de leurs cordes ou foutendantes. 

Si les côtés AC y AB, BC du triangle BAC, ne font pas 
infiniment petits, mais qu’ils ayent une grandeur finie :il 
s’enfuit que le cercle circonlcrit doit être infiniment 
grand ; puifque les arcs > 7 C, AB, BAC, qui ont unegran. 
deur finie , doivent être infiniment petits par rapport à ce 
cercle, étant les mefures d’angles infiniment petits. 

Proposition IV. 

Problème. 

177- Le % mêmes chofes étant posées'} il faut déterminer fur Fig. ijj. 
chaque perpendiculaire MG, le point C où elle touche la dé- 
vclopée de la roulette. 

Ayant imaginé une autre perpendiculaire mg infini- 
ment proche de MG, & qui la coupe par conféquent au 
point cherché C, on tirera ladroiteGwj & ayant pris fur 
la circonférence du cercle mobile le petit arc Gg égal à 
l’arc Ggde l’immobile, on mènera les droites A/g, /g, TTg, 

Og. Cela pofé, fi l'on regarde les petits arcs Gg,Gg comme 
de petites droites perpendiculaires fur les rayons Kg, Og, il 
eft clair que le petit arc Gg du cercle mobile tombant fur 
l'arc Gg de l’immobile, le point décrivant A/ tombera fur 
m, en forte que le triangle GMg le confondra avec le 
triangle Gmg. D’où l’on voit que l’angle MGm eft égal à 
l’angle gGg=G/Cg-t-GOg ; puifqu’ajoûtant de part & d’au- 
tre les mêmes angles a: G g,OG^,l’on en compofe deux droits. 

' Or nommant les données OGj^i /CG, ^/iGAf ou G/«, mi 
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GIoVLlgytii l’on trouve , i°, * OG . KG : : GKg . COg. Et 

OG (h ) . OG -H G/C ou O K (b a) : : GKg . GKg GOg 

ou MGm~^-^GKg. x°*Jg.MJ:: GMg.MgI.^tIg±MI 
ou MG fmJ.Jg (n) :: GMg ± Mgl ou G Ig ou iG/Cg . GMg 
ou Gmg = ~ GKg . }®. * L’angle MCm ou MGtn — Gntg 

P*rZXcKlJ . Cmi Cm ( m) . CC 

Et par conféquent le rayon cherchéiWC 


imn 


* xhmm 


— * xAtn ^ xm 

delà dévelopée fera = . 

Si l’on fuppolê que le rayon OG {b} du cercle immo- 
bile devienne infini , fa circonférence deviendra une li- 
gne droite; & en effaçant les termes zétmnty zam^ parce- 
qu’ils font nuis par rapport aux autres zbmm , zbm — bn > 

l'on auraiVfC = 

C O k'o L L a I a e I. 

178. D E ce que l’angle MGm = GKg, Sc de ce 

que les arcs de différens cercles font entr’eux en raifon 
compofée des rayons &c des angles qu’ils méfurent ; il fuit 

que Gg . Mm : ; KG x GKg . MG x GKg. Et par con- 

féquent auffi que KG x Mm = jv/G x Gg > ou ( ce qu. 

cft la même choie ) que iCGxA^>»»,A/GxGg:: OK{a-^b). 
OG {b) . qui efl: une raifon confiante. D’ou l’on voit que 
la dimenfion de la ^ottionAM de la demi roulette>^ A/Z?, 
dépend de la fommedes MG x Gg dans l’arc G .5 » & c’efl: 
ce que M. Pafcal a démontré â l’égard des roulettes qui 
ont pour bafes des lignes droites. 

M. yarignon efl tombé dans cette même propriété par 
une voye très différente de celle-ci. 

Corollaire II. 

179* L O RSQUE le point décrivant M tombe hors de 
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la circonférence du cercle mobile, il arrive necelTairemenc 
l’un des trois cas fuivans. Car menant la tangente MT^ 

'le point touchant G tombera i°. Sur l’arc TB ^ comme 
l’on a fuppofé dans la figure en faifant le calcul j & alors 

jlfC furpaflcratoujoursA/G (w). i°. Sur le 

point touchant TiSc l’on aura pour lors MC(^ 

=« , puifque /G {n) s’évanouit. 5“. Sur l’arc T Ni & alors 
la valeur de GI (») devenant négative de poGtive qu’elle 

^coit, l’on aura A/C 

lêra moindre que MG{m)^ & toujours pofitif. D’où il eft 
évident que dans tous ces cas , la valeur du rayon MC de 
la dévelopce ell toujours pofitive. 

Corollaire III. 

180. X.ORSQJJE le point décrivant M tombe au de- Fie. 
dans de la circonférence du cercle mobile , on a toujours 

&il peut arriver que tn furpaflè 

2ant’^ 2bm, & qu’ainfi la valeur du rayon A/C de la dc- 
velopée foit négative; d’où l’on voit que lorlqu’cllecellè 
d’être pofitive pour devenir négative, comme il arrive 
♦lorfque le point Af devient un point d’infléxion, il faut *A,t. Si. 
nécefiairement alors que hrf=.2am’^2bmi Si partant que 

MJ *MG {mn — mm)=^ ^ q^. ^ nomme la 

donnée KM, ci l’on aura par la propriété du cercle MI x 
'A/g C— =SM^ MN {aa—cc) ce qui donne l’in, 
connue MG {m) — • Donc fi l’on décrit du 

point donné M comme centre, & de l’intervalle MG 
t= un cercle j il coupera le cercle mobile en 

un point G, où il touchera le cercle immobile qui lui 1 ère 
de bare,lorrque le point décrivant A/ tombera fur le point 
d’infiexion 

V ij 
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Si l’on mène MR perpendiculaire fur il eft clair que 

cette MG(y/-^l-) moindre qucAfi?(vW— rr),& 

qu’elle lui doit être égale lorfque b devient infinie, c’efl: 
à dire lorfque la bafe de la roulette devient une ligne 
droite. 

Il eft à remarquer, qu’afin que le cercle décrit du rayon 
il/Gcoupe le cercle mobile, il faut que AfG furpaffe jVfiNT, 

c’eft à dire que furpaffe a — ri & qu’ainfi KM 

(f) furpalîè . D’où il eft manifefte qu’afin qu’il y ait 
un point d’infiéxion dans la roulette AMD il faut que 
km foie moindre que/C?/, & plus grande que 

L E M M E III. 

Fio. ijS. i 8 1 . Soient deux triangles A Bb, CDd qui ayent chacun 
un de leurs côtés Bb, Dd infiniment -petit par rapport aux 
autres : je dis que le triangle ABb efi au triaugle CDd en 
raifon compofee de Sangle BAb k l'angle DCd, ^ du quarre 
du côté AB ou Ab au quarré du côté CD ou Cd. 

Car fi l’on décrit des centres.^, C, & des intervalles 
*Art. 1. CD, les arcs de cercles BE, DF i il eft clair * que les 
triangles ABb, CDd ne différeront point des fedeurs de 
cercles.^Æ£, CDP. Donc, &c. 

Si les cotés CD font égaux, les triangles ABb , 
CDd feront entr’eux comme leurs angles B Ab, DCd. 

Proposition V. 

Problème. 

Fig. ijy. l8l. ^1, E s mêmes chofes étant toujours pofiées } on demande 
la quadrature de l'efpace M G B A, renfermé par les pcrpendicu- 
lai rr/ M G, B A rf /<* roulette, parlé arc G ^,^par la portion A M 
delà demi-roulette^iAD,en fuppo fiant lu quadrature du cercle. 

L’angle GA/g^^G/Cg) eft à l’angle . atgot {‘-^GKg), 
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, comme * le petit triangle A/Gg qui a pour bafe l’arc Gg du *j4rt,iSi. 
cercle mobile , au petit triangle ou fecleur G Mm > & par- 
tant le fécleur G Mm = AfGg x MG^ 

-»-- ^^**^ A/Ggen nommant Ml>f, & mettant pour m 

fa valeur ^ -t- ». Or* le petit triangle ou fedeur iCGg iSt. 
eft au petit triangle AfGg en raifun compofée du quarre 
de KG au quarré de A/G, & de l’angle à l’angle 

GMg i c’eft à dire :: aa x GKg . mm x ^GKg-S^ par- 
tant le petit triangle A/Gg = ^-Gg. Mettant donc cet- 
te valeur à la place diT triangle MGg dans MGgt 

l’on aura le fedeur G A7/w MGg -t- KGg. • 

Mais à caulèdu cercle, GA/ x Ml (/>'«)= SM x A/iV 
{cc — aa),q[ii eft une quantité confiante, & qui demeu- 
re toujours la môme en quelqu’endroit que fe trouve le 
point décrivant Mi & par conféquent GMm MGg ou 
mGg , c’eft à dire le petit efpace de la roulette GMmg 

— A/Gg *"*~*-^?^~~‘** KGg. Donc puifque GMmg 

eft la différence de l’efpace de la roulette A/G.ffy^, 8 c A/Gg 
celle de l’efpace circulaire A/G .5, renfermé par les droites 
&parrarcGA,&qucde plus le petit fédeur A' 6 'g 
eft la différence du fedeur /CG. 5 j il s’enfuit*que l’efpace de *.Art. ^6. 

la roulette MGBA=^-^^MGB^ '^Y‘- KGB- 
Ce qu’il falloir trouver. 

Lorfque le point décrivant A/ tombe hors la circonfé- Fie. 159 . 
rence BGN du cercle mobile , & que le point touchant G 
tombe fur l’arc A/Tj il eft vifible*que les perpendiculaires * Art. lio. 

MG., mg s’entrecoupent en un point C, fie qu’on a pour 
\oïs 'm — 'p — ». D’où il fuit que le petit fedeur GMm 

A/Gg 

JCCg, en mettant comme auparavant pour le 

V iij 
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petit triangle MGg fi valeur ~ fCGg 5 & partant que (? Mm. 

— MGg ou mGg , c’eft à dire MCm — CCg = — y’* MGg 
"*■ mettant pour/»/» fa valeur rr — aa. 

Or fuppolàntqueT'/i' foit la pofitionde la tangente TM 
du cercle mobile, lorfque fon point T touche la bafë au 
point ri il eftxlâir que MCm—GCg=MGTH—mgTH., 
c’eft à dire la différence de l’efpace il/GT*//, & queiV/Ggeft 
celle àeMGT, de même quefCGg celle de iCGr. Donc’l’et 

pace MGTH = — — mGT -t- * ~~ —KGT. 

Mais, comme l’on vient de prouver, l’cfpacc MT B A 

/cri? Et partant on aura tou- 
jours & dans tons les casl’efpace MGBA(MGTH’^HTBA) 

= ou MG B KGT 

•+• KTB ou KGB. 

Fie. 1J5. Donc refpace entier B NBA renfermé par les 
deux perpendiculaires i la roulette B N, BA^ par 
l’arc de cercle BGN^ & par la demi roulette , eft 

= X K NGS i puifque lefccfteur KGB 

& l’efpace circulaire MGB deviennent chacun le demi- 
cercle KNGB , lorique le point touchant G tombe au 
point N. 

Fig. 1^6. Lorfque le point décrivant yî/ tombe au dedans du cercle 
mobile, il faut mettre aa — rV à la place de cr — dans les 
formules précédenresj parcequ’alorsjff A/x ff. 

Si l’on faitf=y*, l’on aura la quadrature des roulettes 
qui ont leur point décrivant fur la circonférence du cer- 
cle mobile i & fi l’on fuppofê ^infinie , l’on aura la qua- 
drature de celles qui ont pour bafes des lignes droites. 

Autre Solution. 

Fig. 140. 183. Qn décrit du rayon OB l’arc DZ', &des diamé- 
\xzsAy , .finies derai-;cercles.^Z^, ayant décri* 
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i'difcrétion du centre 0 l'arc EM renfermé entre le demi- 
^ cercle la demi-roulette l’on menerajpplt- 

quce EP. Il s’agit de trouver la quadrature de l'elpace 
A EM compris entre les arcs EM^ & la portion AM 

de la demi, roulette AMD. 

Pour cela, foit un autre arc em concentrique & infini- 
ment proche de £A/, une autre appliquée ep, une autre 
Oe qui rencontre l’arc ME prolongé ( s’il eft ncceflàire ) au 
point T". Soient nommées les variables Or, xj VP, u > l’arc 
AE,Xi & comme auparavant les confiantes 
KN', a i KVou K A, c : l’on aura Fe=dx, Pp=d», OP=a 

•^h — PE^= 2CU — «U, l’arc EM * = 3 & par- *^rt. i-ji. 

tant le réclangle fait de l’arc £iVf par la petite droite Fe, 

c’efl àdire * le petit efpace EMme = Or à caufè i, 

du triangle réélangle 5 zab hb — zac 

k — zbc .^cc zau -H abu, dont la différence donne 

= adu -^hdu. Mettant donc cette valeur à la place de 

dans l’on aura le petit efpace EMme= ■ ***’^*' 

Maintenant fi l’on décrit la demi roulette A HT par la 
révolution du demi- cercle fur la droite 7 ^ 7 ’ perpen- 
diculaire à VA, & qu’on prolonge les appliquées PE,pe 
jufqu’à ce qu’elles la rencontrent aux points H , h : il 
eft clair * que £77 x pp, c’eft à dire le petit efpace £7/^r *Art. ijz, 
= >Sc qu’ainfi .Etîhe [xdu) a* 

ab.be. qui eft une raifon confiante. Or puifque cela 
arrive toujours en quelqu’endroitquefè trouve l’arc £££, 
il s’enfuit que la fomme de tous les petits efpaces£iV7«i', 
c’eft idire l’efpaceyf£iV7,eft à la fomme de tous les pe- 
tits efpaces EHhe, c’eftàdire àrefpace-/7£77;;rfrf-»-<r^. 
bc. Mais l’on a ♦ la quadrature de l’efpace AEH àé^en- *Art. p^. 
dammentde celle du cercle -, 8c partant auffi celle de l’efi 
pace cherché AEM. 

Ceci fe peut auffi démontrer fans aucun calcul , comme 
j’ai faitvoir dans les Actes de Lcypfic au mois d’Aouft de 
^ l’année 165 J. 
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On peut encore trouver la quadrature de refpace A EH 
fins avoir recours à l'art. 99. Car fi l’on achevé les rciflan- 
gles P(l,pq,\'oTiii\iXHQ(jo\.\HR.Ppo\xRh':: EP. P A om 
* Art. 18. pùifquc * la tangente enM eft parallèle à la corde 

AEiüi. partant HQj< Qp{=EP x Pp^ c’eft à dire que les pe- 
tits elpaces HÇlqh^ EPpe font toujours égaux entr’eux. 
D’où il fiiit que l’c/pace AHQ^ renferme par les perpen- 
diculaires , & par la portion AH de la demi- 

roulette A HT., dt égal à l’efpace APE renfermé par les 
perpendiculaires AP^ PE., &par l’arc AE. L’efpace A EH 
fera donc égal au réclangle ÿ^.^moins le double de l’cC 
pacc circulaire 5 c’cll à dire au rectangle fait de PE 
par KA plus ou moins le récfangle fait de KP par l’arc 
AE., félon que le point P tombe au deflbus ou au defius 
du centre. Et par conféquent l’efpacc cherché AEM 

= ^ RA ±. KP AE. 

Corollaire I. 

184. Lor SQ.UE le point P tombe en /C, le réélan- 
glc /C/* X AE s'évanouit , & le récfangle PE y KA devient 
égal au quarré de KA: d’où l’on voit que l'efpaceAEAf 

eft alors = — jgepar conféquent il eft quarrableab- 

folument & indépendamment de la quadrature du cercle* 


CorollaiKE II. 

S I l’on ajoute â l’efpace AEM le féfteur AKE , 
l’dpacey^/C£Af renfermé parlesrayonsy^/C, /C£, par l’arc 
EM, & par la portion AM de la demi-roulette AMD, 
fe trouve ( lorfque le point P tombe au deftüs du centre AT) 

= ^ AE-t PE X KAi « 

partant fi l’on prend VP{u) 
le la valeur de 

l’efpace 


% 
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\’e(^ 3 iCCyîKEM = *'* -' ^*^ PE x K A. D’où l’on voit que fi 

quadricure eft encore indépendante de celle du cercle. 

Il eft vifible qu’entre tous les efpaces>^£iV/&-^iC£A/, 
il ne peut y avoir que les deux que l’on vient de marquer, 
donc la quadrature foit abfolue. 

Avertissement. 

Tout ce que ton vient de démontrer k t è^ard des roulettes 
extérieures fe doit auJIt entendre des intérieures , c'efl k dire de 
celles dont le cercle mobile roule au dedans de l'immobile » en 
obpetit^ne 1 m ICB (*)j I^V {a) thrviennent négatifs 

de fofitifi qu'ils étoient. Cejl pourquoi il faudra changer dans 
les formules précédentes , les fignes des termes où Oi ^zfe ren- 
contrent avec une dimenfîon impaire. 

R E M A R F 

186. a certaines courbes qui paroillènt avoir un 
point d'inflexion , Sc qui cependant n’en ont point; ce 
que je crois à propos d’expliquer par un exemple , car 
cela pourroic faire quelque difficulté. 

, * Soit la courbe géométrique IhlDN, donc la nature eft Fie. 14t. 

exprimée par l’équation P 2 p—r.), 

dans laquelle il eft clair i°. Que x étant égale à a ; P N 
(z.) s’évanouit. 1". Que x furpaftant a , la valeur de i^eft 
poficivej ôc qu’au-€ontraire lor/cj»»’il-eft inoindre, elle eft 
négative. 3®. Que lorfque x=- y/~aa., la valeur de P N 
eft infinie. D’où l’on voit que la courbe NDN paflè de 
part 5 c d’autre de Ton axe en le coupant en un point D 
tel que AD =<*j & qu’elle a pour afymptoce la perpen. 
diculaire BG menée par le point B tel que AB^yJ \aa. 

Si l’on décrit à préfenc une autre courbe EDF, en for- 
te qu’ayant mené à diferétion la perpendiculaire MP N, 
le réclangle fait de l’appliquée par la conftante AD, 
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loin toujours égal à l’e/pace correfpondant DPITi il eft 
vifible qu’en nommant PM^yi & prenant les diffé- 
rences , l’on aura AD x Rm ( ady ) = N P fit on N P Pf 

( ^ ^ partant Rm (dy). Pf ou RM (dx) 

: ; PN . AD. D’où il fiait que la courbe EDP touche l’a- 
fymptotei'G prolongée de l’autre côté de B en un point 
i:,& l’axe^Pau pointDi 5c qu’ainfi elle doit avoir un point 

*Art. 7S. d’infléxion en D. Cependant on trouve * — pour la 
valeur du rayon de fà déyelopée , laquelle eft toujours 
négative , & devient égale à — lorfque le point M 

* Art. 81. tombe en D : d’où l’on doit conclure* que la courbe qui 
pafTe par tous les points M eft toujours convexe vers 
Vi\c'AP, 6c qu'elle n’a pas de point d’infléxion en D, 
Comment donc accorder tout cela? En voici le dénouë- 
menc. 

Si l’on prend PM du meme côté que PlPy on formera 
une autre courbe GZ)/f qui fera toute pareille à EDF, te 
qui en doit faire partie 5 puifque fa génération eft la mê- 
me. Cela étant ainfi , l’on doit penfer que les parties qui 
compofênt la courbe entière ne font pas EDF, G DPI com- 
me l’on s’étoit imaginé, mais bien ED FI, GDF qui fe tou- 
chent au point D > car tout s’accorde parfaitement dans 
cette derniere fuppofîtion. Ceci fe confirme encore par 
cet éxemple, 

Fi 6, 141. ■ Soif la -courbe DMG, .quLak_pour équation ^ = x* 

-^aaxx — b*(AP=^x, PM=y). Il fuir de cette «^ua- 
tion que la courbe entière a deux parties £DW, GDF op- 
poféesl’uneàlautrecomme l’hyperbole ordinaire, en forte 

que leur diftance DD ou iAD = V — zaa -h aV'rf’ 4^*. 

Fig. 143. Si l’on fuppofê que b s’évanouiflè , la diftance DD s’é- 
vanouira auflî 3 6c partant les deux parties EDH,GDF fc 
toucheront au point 25 ; de forte qu’on pourroit penfer i 

E réfent que cette courbe a un point d’infléxion ou de re- 
rouflcment en 25 , félon qu’on imagineroit que fes par- 
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tics feroienc EDF., GDH ou EDG, HD F. Mais l’on fè dé- 
tromperoic aifcmcnc , en cherchant le rayon de la dcvc- 
lopëe } car l’on trouveroic qu’il fèroic toujours pofitif, 6c 
qu’il deviendroit égal à \a dans le point D. 

On peut remarquer en paUant, que la quadrature de Fie. 141. 
l’efpace DPN dépend de celle de l’hyperbole : ou ( ce 
qui revient au même) de la rédiheation de la parabole; 

6c que la portion de courbe DMF fatisfait au Problème 
propofe par M. Bernoulli dans le Tome fécond des Sup- 
' plémens des Aâes de JLeypûc, page 291. 
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Section X. 

\ ^ 

Nouvelle manière de fe fervir du calcul des différences 
dans les courbes géométric^ues , d'où l’on déduit 
la Méthode de M'^Delcancs & Hudde. 

De' FINITION I. 

S O I T une ligne courbe y 4 DB telle que les parallèles 
KMN à fon diamètre la rencontrent en deux 
points iW, .AT; A' foirpnrpnduc la pàrrip interceprée iWA/" 
ou /^^devenir infiniment petite. Elle fera nommée alors 
la Différence de la coupée AP^ ou KM. 

CoR-OLLAIAE 'I. 

187. Loa s ny E la partie MN o\x /'^devient infini- 
ment petite i il eft clair que les coupées AP, AQ^ devien- 
nent égales chacune à & que les points M, Née réu- 
nifient en un point D ; en forte que l’appliquée ED eft: la 
plus grande ou la moindre de toutes fes femblables PM , 

Nd. 

Corollaire II. 

188. efl: clair qu’entre toutes les coupées AP, il n’y a 
que AE qui ait une différence j pareequ’il n’y a qu’en ce 
c as ou P ^ devienne infiniment petite. 

Cor ollaire I- f; 

189. Si l’on nomme les indéterminées ou xi 
PM ou AK, y-, il eft évident que AK (y) demeurant la 
même, il doit y avoir deux valeurs differentes de x , fça- 
voir KM, Kl/ ou AP, y^i2:^C’eft pourquoi il faut que l’é- 
quation qui exprime la nature delà courbe y^D.flfoit dé- 
livrée d’incommenfurables, afin que la même inconnues 
qui en marque les racines (car on regarde^ comme con- 
nue J puifie avoir différentes valeurs. Ce qu’il faut obfer- 
ver dans la fuite. 
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Proposition I. 

Problème. 

19*^* Ij A nature de la courbe géométrique ADB étant don- 
née i déterminer la plus grande ou la moindre de fes appli- 
quées ED. 

Si l'on prend la différence de l’équation qui exprime 
la nature de la courbe , en traitant y comme conftante > ^ 

& X comme variable j il eft clair * qu’on formera une nou- ‘ 
velle équation qui aura pour une de fes racines jf, une va - 
leur telle que l’appliquée £JD fera la plus grande ou 
la moindre de toutes fes femblables. 

Soit, par éxemple, x' -r- y^ = axy ^ dont la différence, 
en traitant x comme variable , & y comme conftante , 
donne partant y = Si l’on fubfti- 

tue cette valeur à la place de^ dans l’équation à la 
courbe axy-^ l’on aura pour x une valeur 

— telle que l’appliquée ED fera la plus grande de 
toutes les femblables , de même qu’on l’a déjà trouve art. 

48. 

Il eft évident que l’on détermine de même non feule- 
ment les points!), lorfque les appliquées font per. 

f icndiculaires ou tangentes de la courbe 5 mais auflî 
orfqu’elles font obliques fur la courbe , c’eft à dire lorf- 
que les points D lonc ües points de rebîûuÆment de la 
première ou lecônde forte. D’oüTon voit que cette nou- 
velle manière de confidérer les différences dans les cour- 
bes géométriques eft plus ftmple Sc moins embarraftànte 
en quelques rencontres , que la * première. * 5 - 

• R E M A R Q^U E. 

191. On peut remarquer dans les courbes rebroulTàn. Fie. 146. 
tes, que les £ A/ parallèles à les rencontrent en deux 
points M, 0 , de même que les/CJW parallèles à font 
en M. N: de forte q\szAP{x) demeurant la même,/ a deux 

Xiij 
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différentes valeurs PM^PO, Ceft pourquoi l’on peut 
traiter x comme conftante, comme variable, en 
prenant la différence de l’équation qui 'exprime la na- 
ture de cette courbe. D’où l’on voit que li l’on traite 
X &iy comme variables, en prenant cette différence, il 
faudra que tous les termes qui multiplient dx d’une part, 
& tous ceux qui multiplient dy d’une autre part, foienc 
égaux à zéro. Mais il faut bien prendre garde que dx Sc 
dy marquent ici les différences de deux appliquées qui 
partent d’un même point, & non pas (comme ci-devant 
Sc(5b.3.) la différence de deux appliquées infiniment pro- 
ches. 

COAOLLAIR.1. 

S I après avoir ordonné l’équation qui exprime la 
nature de la courbe dans laquelle il n’y a que l’inconnue 
X de variable, l’on en prend la différence j il eft clair 
1°. Qu’on ne ftit autre chofè d« mul tip l ier chaque 
terme par l'cxpofant de la puiUànce de x, & par la diffé- 
rence </x, & le divifèr enfîiite par V. i°. Que cette divi- 
fîon parx, aufü-bien que la multiplication par <fx, peut 
être négligée , parcequ’elle eff la même dans tous les ter- 
mes. 50. Que les expofàns des puiflànces de x font une 
progrelîîon arithmétique , dont le premier terme eft l’ex- 
pofant de fa plus grande puiflànce, & le dernier eft zeroj 
car on fuppofèqu’on ait marqué par une étoile les ternaes 
qui peuve nt manquer dans l’équation. 

Sôjt par exemple X* * — ayx^^=^o. SUW 
chaque terme par ceux de la progreflîon arithmétique y, 
2,1^0', l’on formera l’équation nouvelle ^x'—ayx — «. 

.* x’ » — ayx -^-y' = 0. 

h O- 

jx’ * — ayx » = 0. 

D’où l’on tire/== , de même que l’on auroit trouve 

en prenant la différence à la manière accoutumée, 
Cclafuppofé, je dis qu’au lieu de la progrellionaritli- 
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mcrique l’on peut fe fervir de telle autre progreffion 

arithmétique qu’on voudra 2, m-^/, w-»-o, ou m 

( l’on défigne par»* un nombre quelconque entier ou rom- 
pu, pofitif, ou négatif). Car multipliante’ *—ayx-t-/~o 
par e™,l’on aurae"’^’ »,&c.=o,dont les termes doivent être 
multipliés par ceux de la progrelGon «*-+■/, m-t-2, m. 
chacun par Ton correfpondant pour en avoir ladilFerencc. 




— ayx 




H- ye"’ = 0. 


W-H7, m-^2 m. 


m-i- J x"^^ • — m-i-jayx”^^ my' x”' = o. _ 

Ce qui donnera m -t- 7* — —r/r=f rayx~"~‘ ei/e" = 0 j 

&en divifant par e”, il viendra»*-*- /e‘ — m-r /ayx-*- my' 
— O, comme l’on auroit trouvé d’abord en multipliant 
Amplement l’égalité propofée par la progreflion «* -*-7, 
»* -♦- 1 , w* -H / , »*. 

Si »* = — 7,1a progreflion fera. 0, — z, — 2, — j > & l’équa- 
tion lëra 2:tyx — jy'=o. Sia*= — /, la progreflion fera 2,/,o, 
— J i Si l’équation 2e’ — y^ = 0. 

On peut changer de lignes tous les termes de la pro- 
greflion , c’eft à dire qu’au licudeo, — i, — 2, — 7, 5 c 
2, 7, a, , l’on peut prendre o, 7, 2, 7, 5 c — 2, — /,o^ j } 
pareequ’on ne fait par li que changer de lignes tous les 
termes de la nouvelle équation qui doit être égalée à zéro. 
Et en eflfèt, au lieu de aayx — ^7^=0, zx' — y'— 0, l’on auroit 
-2ayx-+- jy'=o, — 2x*-*-y'= a ; ce qui eft la même choie. 

Or i! eft viflhjg l’on Yjpr>r-a^-fffmnnrr<*r à 

l’égard de cet éxemple , s’appliquera de même maniè- 
re à tous les autres. D’où il fuit que li apres avoir or- 
donné une équation qui doit avoir deux racines égales 
entr’elles, l’on en multiplie les termes par ceux d’une 
progreflion arithmétique arbitraire, l’on formera une 
nouvelle équation qui renfermera entre fes racines une 
des deux égales de la première. Par la même raifon, 
li cette nouvelle équation doit avoir encore deux racines 
égales ,& qu’on la multiplie par une progreflion arith- 
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inétique , l’on en formera une troificme qui iüri entre fes 
racines une des deux égales de la fécondé 5 fie ainfi de fui-' 
te. De forte que fi l’on multiplie une équation qui doit 
avoir trois racines égales , parle produit de deux progref- 
lions arithmétiques, l’on en formera une nouvelle qui au- 
ra entre les racines une des trois égales de la première ; 6c 
de même fi l’équation doit avoir quatre racines égales, U 
la faudra multiplier par le produit de trois progreflîons 
arithmétiques J fi cinq , par le produit de quatre, ficc. 

C’eft là préciiément en quoi confifte la Méthode de 
M. Hudde. 


Proposition il. 

Problème. 

Fie. ,+7. 193. point donné T fur le diamètre AB , ou du 

point donné H fur A H parallèle aux appliquées } mener la 

A 7 //gr«/c THM, — 

Ayant mené par le point touchant Ai l’appliquée MP^ 
fie nommé / î AH^ t i dont l’une ou l’autre eft don- 
née j fie les inconnues AP^xî PM^y- les triangles fem- 
h\a.b\QsTAH,TPMàoanQiox\ty=:‘l^,x— ’fl 
& mettant ces valeurs à la place de^ ou de x dans l’é- 
quation donnée , qui exprime la nature de la courbe 
AMD, l’on en formera une nouvelle dans laquelle^ ou 
jfjjcJc-jencontrera plus. 

Si l’on mene à prëfcnt nng~lignCthTrire.rj qiifc^oupe la 
d roite //en G, fie la courbe AMD en deux points N, D, 
defquels l’on abbaifie les appliquées Nd^DBîWcfi évi- 
dent que ^exprimant .//G dans l’équation précédente, xou 
y aura deux valeurs.^^ AB, ou NQ^, DB, lefquelles de- 
viennent égales entr’elles, fçavoir à la cherchée AP ou 
PM lorfque t exprimeAPT, c’efl: à dire lorfque la fécante 
TDN devient la tangente TM. D’où il liiit que cette 
équation doit avoir deux racines égales. C’eft pourquoi 
on la multipliera par une progreflion arithmétique ar- 
bitraire i 


Digitized by Google 


DES Infiniment Petits. 7. 1^9* 

bitrairc j ce que l’on réïtcrera , s’il eft ncceflàire , en mul- 
tipliant de nouveau cette même équation par une autre 
progreflîon arithmétique quelconque, afin que par la 
comparaifon des équations qui en réfultent, l’on en puifie 
trouver une qui ne renferme que l’inconnue x ou ^,avec 
la donnée s ou t. L’éxemple qui fuit éclaircira fuffifam- 
ment cette Méthode. ' 

Exemple. 

^94* Soit ax = yy l’équation qui exprimera nature 
de la courbe AMÏ>. Si l’on mec à la place de x fajaleur 
, l'on aura ryy, occ. qurJuii «tüîx Uvux xaLines égales. 
tyy — ‘ asy -h ast = p. 

^ o-> — 

tyy * — ast = 0. 

C'eft pourquoi multipliant par ordre ces fermes par ceux 
de la progreflîon arithmétique ifO, — z, l’on trouvera 
as —yy= ax i Sc partant A/’ (x ) = J. D’où l’on voit 
qu’en prenant AP^AT'y & menant l’appliquée PM, la li- 
gne TM fera tangente en M. Mais fi au lieu de AT (/), 
c’eft AH. ( r) qui eft donnée, l’on multipliera la même 
équation ^^,&c. par cette autre progreflîon 0 , 7^2,8cron 
aura la cherchée {y) = 2t. 

On auroit trouvé la môme conftruâion en mettant 
pour y là valeur =iyy. Car il vient ttxx, 

&c donc les termes mi*l»*p lics par Zj 0 , — ^x^^donnent xx 
= « i & par cdnTequent AP{x) — s. 

Corollaire. 

19 S > l’on veut à préfenc que le point touchant iV/ foie 
donné , Si qu’il faille trouver le poinc T ou H, dans lequel 
la tangente MT rencontre le diamctre AB ou la paral- 
lèle -7 H aux appliquées i il n'v a qu'à regarder dans la der- 
nière équation . qui exprime la valeur de l’ir connue x ou 
y par rapport à la donnée s ou r, cette dernière comme 
l’inconnue, &x ou comme connue. 
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Proposition,^! II. 
Problème. 

Fie. 148. ip 6 . La nature de la courbe géométrique AFD étant don- 
née i déterminer fon point d! inflexion F. 

Ayant mené le point cherché F l’appliquée F£ avec 
la tangente FZ, par le point y^( origine des *•) la paral- 
lèle aux appliquées, Sc nommé les inconnuesZ..»^, i> 
■^Ktti AE,xiEF,y: les triangles lêmblables iZJF 
donneront de forte 

que mettant ces valeurs à la place de ^ ou x dans l'équa- 
tion à la courbe , l’on en formera une nouvelle dans la- 
quelle^ ou X ne fe rencontrera plus, de même que dans 
lapropofition précédente. 

Si l'on mène à pre ie nt ane ligne drnîfp X!D qui COUpe 
la droite AK en W, qui touchela couxhQ AFD en Af, & 
la coupe en 2 ), d’ou l’on abaille les appliquées MP, DP: 
il eft évident 1°. Que s exprimant &r, AFI > l’équa- 
tion que l’on vient de trouver , doit avoir deux racines 
* ^rt. 153. égales, fçavoir* chacune à ou à ZAflèlon qu'on a fait 

évanouir^ ou x , 5 c une autre AP, ou PD. 1°. Que s ex- 
primanty^Zi 6c r, AKi le point touchant M fe réunit 
avec le point d’interfeélion D dans le point cherché F : 
*Art, 67. puilque* la tangente LF doit toucher & couper la courbe 
dans le point d’inflexion y* ec qu^amfiles valeur s -a P, A P 
de xouPZf,.SDde^ deviennent égales entr’elles.fçavoir 
l’une & l’autre à la cherchée ou EF. D’où il fuit que 
cette équatioif doit avoir trois racines égales. C’eftpour- 
quoi on la multipliera par le produit de deux progref- 
fîons arithmétiques arbitaires5 ce que l’on rcïcérera, s’il 
eft nécelTaire , en la multipliant de meme par un autre 
produit de deux progrellions arithmétiques quelconques, 
afin que par la comparaifon des équations qui en réful- 
tent, l’on puifle faire évanouir les inconnues r & r. 
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Exemple. 

197* Soit ayy — xyy-^ aax l’cquation qui exprime 
la nature de la coMïhtAFD. Si l’on met à la place de x fa 
valeur 2:1^' , on formera l’équation ly’ — styy — atyy^ &c, 

sÿ — styy •+■ aasy — aast =s 0. 

■ — at 

I, O, — 2, — s. , 

Jy A . • 

jsy' » — aasy * = <>. . ■ - 

qui étant multi^iée par 0, — z, 0, produit des deux pro- 
greflîûns arithmétiques /, 0, — /, — 2, &/, 2, /, o,don- 
nejr^y = \aay & mettant cette valeur dans l’équation à 
la courbe, l’on trouve l’inconnue AE {x) =:ja.Ce qui 
revient d l’art. 68. 

Aütr.e Solution. 

198. O N peut encore réfoudre ce Problème en re- Fig. 149. 
marquant que du même point Z ou X on ne peut me- 
ner qu’une feule tangente ZF ou KF -, parcequ’elle tou- 
che en dehors la partie concave & en dedans le con- 
vexe i? Z) } au lieu que de tout autre pointT'ou 77, pris fur 
AZ ou AK entre A&cZoaAUK, l’on peut mener deux 
tangentes TAÎ^TDomFIM, HD, l’une de la partie con- 
cave, âcrautre de la convexe : de forte qu’on peut confi. 
dérer le point d*ifljiéjiioir\F^c «>mrTit‘ j A ■> >m fon des deux 
points touchans MS>cD. Si donc l'on fuppofê q\sçAT\s) 
ovtAH{t) foit donnée, & qu’on cherche*la valeur de x 19.4- 
ou^r par rapport à i ou l’on aura une équation qui 
aura deux racines AP, AB ou PM, BD qui deviennent 
égales chacune à la cherchée AEoüEF , lorfquer expri- 
me y^Z&r, AK. C'eft pourquoi l'on multipliera cette • 
équation par uneprogrelTion arithmétique arbitraire, &c- 
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Exemple. ’ 

199* Soit comme ci-dcffus, ajy=ixyy-t-aax> l’on aura, 
encore sÿ — styy — atyy-*-aasy — aast=o, qui étant mul- 
tipliée par la progreffion arithmétique j, o, — 7, —2, donne 
y* — — 2 /ï 47 =o, dans laquelle/ nefe rencontre plus, 

&qui a deux racines inégales , fçavoir PM, BD, lorfque 
t exprime yiM, Sc deux égales chacune à la cherchée EF 
lorfque r exprime //X. -C’eft pourquoi multipliant de 
nouveau cette dernière équation par la progremon arith- 
métique J, 2, Z, O, l’on aura jyy — aa = o}&i partant EF (y) 

= ^ Ce qu’il fallnir rrniiver 

Proposition IV, | 

Problème. 

F«c. 151. j_oo. Mbnh a etun point donné C hors une ligne courba 
AMU une pcrpcndlcniiitTV' CA4 e Mtoio, 

Ayant mené les perpendiculaires MP, CK fur le diamè- 
tre AB,in décrit du centre C de l’intervalle CM un cer- 
clej il eft clair qu’il touchera lacourbey^AlZ) au point A/. 
Nommant enfuite les inconnues AP, x -, PM, y i CM, ri SC 
les connues AK, s > KC, t: l’on aura PKo\iCE = s — x, 
ME—y-^-ti & à caufe du triangle réiflançle MEC,y= — t 
-t-Vrr — ss-*-2Sx — XX, x=s — \'rr — tt — zty — yy de 
forte que mettant ces valeurs à la place de ^ ou x dans 
l’équation à la courbe, l'on en formera une nouvelle dans 

laquelle^ ou x ne fe rpnconCrêrâ phr^. — — 

Si l’on décrit à préfent du même centre C un autre cer- 
cle qui coupe la courbe en deux points N, D, d’où l’on 
abaillc les perpendiculaires N'Q^, DB j il efl: évident que r 
exprimant le rayon CiV ou CD dans l’équation précéden- 
te , a: ou^ aura deux valeurs Ad, AB ou NQ_, DB qui 
deviennent égales entr’elles,fçavoiràla cherchée APoa 
/’il/lorfque r exprime le rayon CM- D’où il fuit que cette 
équation doit avoir deux racines égales. C’eft pourquoi 
on la multipliera, &c. 
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Exemple. 

loi. S O iT rf.v = yy l’cquation qui exprime la nature 
delà courbe P, dans laquelle mettant pour x la valeur 

i — ^rr — tt — 2ty — l’on aura as — yy^w/rr—tt—zty — yy : 
de forte qu’en quarrant chaque membre , & ordonnant 
enfuite l’équation , l’on trouvera y^, &c. qui doit avoir 
deux racines égales lorlque^ exprime la cherchée PM. 
y* * — 2asyy H* 2aaty ■+• aass = o. 
aa — a.2rr 

H- aatt ___ 

jf.y* * — ^asyy 2aaty * =. o. 

-4- 2aa 


C’eft pourquoi on la multipliera par la progrelîion arith- 
métique J, 2, 1, o, ce qui donnera — ./{.aiy 2aay 

2 aat= o, donc la réfolution fournira pour^ la valeur 
cherchée MP. 

Si le point donné C tomboit fur le diamètre AS j l’on Ftc. ijr. 
iuroit alors / = «?, & il faudroit effacer par conféquent 
tous les termes où r le rencontre j ce qui donneroit 
jfjts — 2aa^^yy=jfutx., en mettantpour^^ la valeur^x. 

D’où l’on tireroit x~ s — \ai c’eft à dire que fi l’on 
prend CP égale à la moitié du paramétre , & qu’ayant 
tiré l’appliquée PM perpendiculaire fur AB, l’on mène la 
droite CiVf, elle fera perpendiculaire fur la courbe 

3.0Z, S I l’on veut à préfent que le point M foit donné, Fig. 151. 
£cque le point C Ibit celui qu’on cherche ; il faudra dans 
la derniere équation qui exprime la valeur de.^7C (;) par 
rapport iAP (x) ou PM (y), regarder ces dernières 
comme connues, & l’autre comme l’inconnue. 
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D E' l- I N I T I O N II. 

Si d’un rayon quelconque de la développe l’on ddcric 
un cercle , il fera nommé cercle baifant. 

Le point où ce cercle touche ou baife la courbe, eH; 
appelle foint baifant. 

Proposition V. 

Problème. 

Fie. loj. nature de la courbe KlAH itant donnée avec un 
de fes points quelconque M } trouver le centre C du cercle qui 
la batfe en ce pu tus M. 

Ayant mené les perpendiculaires MP^ CK fur l’axe , & 
nommé les lignes par les mêmes lettres que dans le Pro. 
blême précédent ^ l’on arrivera à la même équation dans 
laquelle il faut obfêrver que la lettre x oay , que l’on y 
regarde comme l'inrnnruie^jgaarqqe i,çi_unc grandeur 
donnée 5 & qu’au contraire s, t, que l’on y regarde comme 
connues, font en effet ici les inconnues audî bien que r. 

Cela pofé, il eft clair 1°. Que le point cherché C lèra 
ff tué fur la perpendiculaire MG â la courbe. a°. Que l’on 
pourra toujours décrire un cercle qui touchera la courbe 
en iW , & la coupera au moins en deux points ( dont je 
fuppofe que le plus proche eff D , d’où l’on abaiOêra la 
perpendiculaire i) .5) j puifqucl’on peut toujours trouver 
un cercle qui coupe une ligne courbe quelconque , autre 
qü'ucTcërchr, au moins en jç que l e4>oinc 

couchant M n’équivaut qu’à deux inrerleclions. 30. Que 
plus fon centre G approche du point cherché C , plus 
audî le point d’interfeélion D approche du point tou. 
chant il/: de forte que le point G tombant fur le point 
*jtri.76. C, le point D fe réunit avec le point iW» puifque*l« 
cercle décrit du rayon CM, doit coucher ôc couper la 
courbe au même point M. D’où l’on voit que s expri- 
muntyfp, Set, FG, l’équation doit avoir deux racines 
♦vfrt. 100. égales , fçavoir * chacune à AP ou PM félon qu’on a fait . 
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évanouir^ ou ;c , & une autre AB ou BB qui devient 
au/n c^û^kAPoüiPM lorlque s bit expriment les cher- 
chées KC y &qu’ainfi cette équation doit avoir trois 
racines égales. 

Exemple, 

2-® 4* Soit l’équation qui exprime la nature de 

la courbe & l’on trouvera*/, &c. qui étant mul- *Art. loi. 

tipHée par <?, <», — y, produit des deux progrelfions 

arithmétiques y, o^bi a, j, o, — 1,-2 donne 

= aaaty. 


7^ 


'2X3yy zeiaty 

aa 

T’ inijy », 

— aarr 





•+■ aatt 


7 > 

2, 


». 

• 3 , 

2 , 


— 2y 

— 2 . 

By* 

•if 

'k 

— 2aaty 



D’où l’on tire la cherchée KC ou PE (/) = ^^. 

* AA 

Si l’on veut avoir une équation qui exprime la nature 
delacourbequipartèpar tous lespointsC, l’on multiplie- 
ra encore/, &c. par o, 7, produit des deux progref- 

fions 2, /, <7, & 0, /, 2, J, J & l’on trouvera Basy — ^ay 

= iaat: d’où, en fuppofant pour abréger s — 1 <* = ®, 

l’on tirera^ =^, 6c .^/ = — aat j & partant 

16 »’= 2 7att. D’oi/il /oifcjqM e la cou rbe par tous 

les points c, îTTune fécondé paraboTé^ cubique, dont le 

paramétre = —, 6c dont le fommet eft éloigné de celui 

de la parabole propofée de {a i parceque u = s — {a. 

Lorfque la poUtion des parties de la courbe, voiHnesdu 
point donné M , eft entièrement femblable de part 8c 
d’autre de ce point , comme il arrive lorfque la courbure 
y eft la plus grande ou la moindre ; il s’enfuit que l’une 
des interféélions du cercle touchant ne peut le réunir 
avec le point touchant , que l’autre ne s’y réunillè en 
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même temps : de Torte que l’équation doit avoir alors 
quatre racines égales. En effet fi l'oiix multiplie &c. 
pari.^,^, O, 0, produit des trois progreffions arithmé- 
tiques 4, 2,7, 0, & J, 2, /, O, — /, & 2, 7, 0y—/,—£ i l’on 

aura2^^+ = 0: ce qui fait voir que le point M doit tom- 
ber fur le fommet.^^ de la parabole, afin que la pofition 
des parties voifines de la courbe foit femblable départ & 
d’autre. 


Aütae Solution. 


.F1C.1J+. 2.05. O N peut encore réfoudre ce Problème en Ce 
. . fouvenaiic <jue l’or» a .Jâmontro dans l’ariiclp y 6 qu’on 

ne peut mener du point cherché C qu’une feule perpen- 
diculaire CM à la courbe ^ 4 MD \ au lieu qu’il y a une 
infinité d’autres points G fur cette perpendiculaire MC^ 
d’où l’on peut mener deux perpendiculaires il/G, GD i 
la courbe. Si donc on luppofe que le point G foit don- 
100. né, & que Ton cherche la^valeor de x ottjr par rapport 
aux données r & / > il efl vifible que cette équation doit 
avoir deux racines inégales, fçavoir y 4 £o\iPM,SD 
qui deviennent égales entr’elleslorfque le point G tombe 
fur le point chçrché C. C’eft pourquoi l’on mulcipliera 
cette équation par uneprogreffion arithmétique quelcon- 
que, &c. . 


Exemple. 

*Art.\ou zq6i_SQiT cqmmeci-delTus</x=// 5 &ronaura*.fy,&c. 

. * — ^Jjf 2aaFi^ v: — — 


laa 



—I- 

» — 2uat = O. 


qui étant multipliée par la progreffion arithmétique 2, 
* Art. Z04. ' — donne comme * auparavant t=^. 
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